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MATEMATIK 6

n@: BU BOLUMUN AMACLARI C@ﬂ

Bu boliimii calistiginizda (bitirdiginizde);

* Tiirevin tanimini ve gosterilisini 6grenecek,

* Bir noktada tiirev almay1 ogrenecek,

* Sagdan ve soldan tiirevleri kavrayacak,

* Tirev kurallarin1 kavrayip, 6rnek ¢cozecek,

* Ters ve kapali fonksiyonlarin tiirevlerini almay1 6grenecek,

* Bileske fonksiyonun tiirevini almay1 6grenecek,

* Parametrik fonksiyonlarda tiirev almay1 6grenecek

* Ardigik tiirev almay1 68renecek,

* Trigonometrik fonksiyonlarin tiirevlerini almay1 6grenecek,

* Ters trigonometrik fonksiyonlarin tiirevlerini almay1 6grenecek,
* Logaritma ve listel fonksiyonlarin tiirevlerini almay1 6grenecek,

* L Hospital kuralinm1 kavrayip limit problemlerinde v= belirsizligindeki durumlar
i¢in tiirevi kullanacak, U e

* Tegetin egimini ve normalin denklemini tiirev yardimiyla bulmay1 6grenecek,
* Hiz ve ivme problemlerinde tiirevden yararlanmay1 6grenecek,
* Ozel taniml1 fonksiyonlarn tiirevlerini almay1 6grenecek,

*Her tiirevlenebilen fonksiyon siirekli mi yoksa aksi de dogru mu sorularinin
cevabini bulacak,

* Ekstremum degerin ne oldugunu ogrenecek, fonksiyonlarin ekstremum degerini
bulacak,

* Fonksiyonun yerel maksimum veyerel minimum noktalar: bulmay1 6grenecek,

* Rolle ve ortalama deger teoreminin tiirevde ne ise yaradigini 68renip, bu teoremler
sayesinde ilgili sorular1 ¢ozmeyi 68renecek,

* [kinci tiirevin geometrik anlamini kavrayacak, nigin ikinci tiirev gerekli sorusunun
cevabini bulacak,

* Maximum ve minimum problemleri i¢in tiirevin gerekliligini anlayacak,

* Fonksiyonlarin asimptotlarini bulmay1 68renecek,

* Cesitli fonksiyonlarin grafik ¢izimlerini yapabileceksiniz.

1<y BU BOLUMU NASIL CALISMALIYIZ? <1

Tiirev konusundan dnce, fonksiyon, limit ve siireklilik konularimi iyi 6greniniz.
Tanimlar dikkatli okuyunuz.

Verilen formiilleri ezberleyiniz. Ezberlediginiz formiillere yonelik 6rnekler ¢coziiniiz.
Coziilen ornekleri yazarak caliginiz. Sonra kendiniz ¢c6zmeyi deneyiniz.

* (Cozemezseniz mutlaka hatanizi bulunuz, tekrar ¢cozmeye calisiniz.

* Boliim sonundaki degerlendirme sorularim arastirarak ¢oziiniiz.

* % % ¥




MATEMATIK 6
UNITE L
TUREV

a, b €ER olmak iizere, f{a,b] = R fonksiyonunda; xo € (a,b) ve

)!L%WER ise bu limite, f fonksiyonunun xy noktasindaki

tirevi denir ve (‘ll—f(xo) ya da f'(xg) ile gosterilir.
X
Oyleyse, £ (x) = lim w dir. Diger bir ifade ile,
Lne = Ao
hER-{0} olmak iizere, x =X, + h yazilirsa

lim f(x) - f(x) = lim fxo + 1;1) - £ (%) oldugundan,

X—>X0 X - Xo h—0

olur.

f, (XO) _ Lll](')l f(Xo + l;l) - f(Xo)

Ornek: f: R —R, f(x) = x2 fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevini, tiirev tanimini

kullanarak bulunuz.

Coziim  f(x) =x2

f(xo) = X3
: _ i () - (o)
Fxo=lm =5
Clim XX (X - Xo) (X + Xo)
X X -Xg XN (X - Xo)

=11_I)£10 (X + Xo) = 2X, olur.

Tiirevi ZL ,v',f "(x) gibi ifadelerden biriyle gosterecegiz.
X




MATEMATIK 6

SOLDAN TUREYV, SAGDAN TUREV

f(x) - f(xo)

f: A — R fonksiyonunda xo € A olmak iizere lim X - X0

X —> Xp

€ R limitine,

f fonksiyonun xo noktasindaki soldan tiirevi denir ve bu tiirev f'(xp) ile gosterilir.

i £00 - (x0)

X~ X0 € R limitine, f fonksiyonun xy noktasindaki sagdan
X — X$

tiirevi denir ve bu tiireve f'(xg) ile gosterilir.

Bir fonksiyonun, x, noktasinda tiirevli olabilmesi igin, x, noktasindaki sagdan ve soldan tiirevieri

esit olmasi gerekir.

Ornek: f:R—R, f(x) = Ix-3| fonksiyonun x, = 3 noktasindaki sagdan ve soldan tiirevini,
tiirev tanimin1 kullanarak bulunuz.

Coziim :f'(3) = fim (16D _ ) X=31-0 _-(x-3) _
x—>3 X-3 x—=3 X-3 X-3
(3% = Tim f00 - 3% _ o x=31-0 _(x-3) _

x—3  x-37 x—3" X-3 Xx-3

1

f(x) fonksiyonunun X, = 3 noktasinda limiti yoktur. Limiti olmayan fonksiyonun
tiirevi de olmayacagindan x,= 3 noktasinda tiirevi yoktur.

TUREV KURALLARI

f ve g tiirevlenebilen iki fonksiyon olsun.

1.CER, f(x)=C ise f'(x)=0 yani, sabitin tiirevi her zaman sifirdir.

Ornek : Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.
a) f(x) =3

b) f(x) = -5
o) f(x) = %
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Coziim
a)f'x)=0
b) f'(x) =0
c)f'x)=0

2)f(x) =x", n€R olsun.
f'(x) =n.x™l olarak yazilr.

Ornek :
a) f(x) =x2
b) f(x) = vx

@f@)=%x3

Cozum
a) f'(x) =2 .x21=2x1=2x

b) f(x) =X =x3
fx)=Llxtt=lto 10
) 2 2X ? 24X

\S}

o) f'(x) = L 3x31=x2

W

Carpimin Tirevi

3)(F.g) =f. g+ gf

Ornek : Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini bulunuz.
a)f(x)=2x.(x2 +1)

b) f(x) =x2. (1 - x3)
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Coziim
D F(X) =) G2 + 1) +2x). (2 +1)
=2.(x2 +1)+2x.(2x)
=2x2 + 2 + 4x2
=6x2 +2
b) f'(x)=(x2)".(1-x3)+x2).(1-x3)
=(2x). (1 -x3)+x2(-3x2)

=2x -2x4 - 3x4 =2x-5x4

4) (fm)y’=n. -l f

Ornek : Asagidaki fonksiyonlarn tiirevini bulunuz.
a) f(x) = (2x -1)3
b) f(x) = (x2 - 2x)3

Coziim
a)f'(x)=3.(2x-1)31. (2x -1)’
=32x-1)2.(2)
=6 (2x-1)2
b) f'(x) =5.(x2-2x)*. (x2-2x)"
=5.(x2-2x)*.(2x-2)

Bu tip sorularda dgrenciler parantez iginin tiirevini almayt unutuyorlar, dikkat ediniz.

S)f+g)=t"+¢g
f-g=f-g
Ornek : Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini bulunuz.
a) f(x) =2x3-4x2 +5

b) f(x):x3—%x2—3x
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Coziim
a) f'(x) = 6x2 - 8x
b) f'(x) =3x2-% 2x-3=3x%-x-3

Boliimiin Tiirevi

o) =~ F (g=0)

Ornek : Asagidaki fonksiyonlarn tiirevini bulunuz.

_ x-1
D=
_x2-1
b)f(x)_2x+3
Coziim )
D F () (-1 @x+ D) - (x-1). 2x+ 1)
2x + 1)2
_ LGCx+1D) - x-D.(2) _ 2x+1-2x+2 _ 3
2x + 1)2 2x + 1)2 2x + 1)?

b f(x) = ) 2x+3)- x2-1).(2x+3)

(2x + 3)?
_2X(2x+3)-(x2-1) Q) | 4x246x-2x2+2 _ 2x2+ 6x +2
(2x + 3)? (2x + 3)? (2x + 3)?
7 (g = F (Formiil a)
n. @1
((Vf) = 2f\/f (Formiil b)

Ornek : Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini bulunuz.

a) f(x) =X
b) f(x) = Vx3
o) fx) =1(x2-1)
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Cozium : a) L. yol
a) f(x) =w/i=x%=%x%'1 =
II. yol formiil b den

D0 =% = f= X =1

29X 2%
b) L yol
b fx)=Vx3=x = f'(x) =%X%" =%X%=37ﬁ
II. yol  formiil b den
' (X3), 3X2 3X 3,\/2
b f = = = 24 = <VA
e 20x3  2xx 2K 2
¢) L yol
o) ) = 162~ 1) = (- 13
(%) =%(X2-1)5'1 (x2-1) = %()@-1)'% (2x) = 2Xx

3.4(x2-1)2

II. yol n =3 formiil a dan,

PP (it B
3A(x2- 131 34(x2-1)2

:> Yukaridaki formiil a ve b aymi ifadelerdir. Formiil b, formiil a mn ozel halidir. Ancak dgrenciye

tavsiyemiz formiilsiiz tiirev alma yoludur.
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TERS FONKSIYONUN TUREVI

ACR,BCR  f: A—B fonksiyonu bire bir 6rten olsun. f fonksiyonu x,EA noktasinda
tirevli ve f “(xg)# O ise, f -1: B—~A fonksiyonuda x,’in f altindaki goriintiisii olan

yo noktasinda tiirevlidir ve

() 6o = ; (1)(0) £'(x) = 0

seklinde gosterilir.

Yukaridaki tanimdan anlasilacagi iizere, tanim ve deger kiimesindeki belirli araliklara gore fonksiyonun

tersi mevcut olur.

Ornek : f:R — ( -4, +)
f(x) =y = x2 - 4 fonksiyonu veriliyor.

(f-1)” (x) nedir?

Coziim : 1. yol : Fonksiyon 1:1 ve orten oldugundan 6nce tersini alalim, sonra da ifadeyi
tirevleyelim. Yani;

y=x2-4 [f'l(x)] =( Ix + 4) oldugundan tiirevi,
x=y2-4 (F100) = ((x + 4%)°
X+4=y2 1 1
=-x+4)2.(x+4)
Ix+4=y=f1x) 2
_ 1
2Vx+4
IL yol : Yukaridaki formiile gore;
(1) (yo) =,
y = X2 - 4 f (XO)
— (f'l) ,( ) = 1 -1 oldugundan,
x=1y+4 y 2% 2%}”_4 g

1) '(x) = 1 lur.
(F1) (%) i, o
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BILESKE FONKSIYONUN TUREVI
y = f(w)
u = g(x) oldugunu kabul edelim.
y = f [g(x)] = (fog) (x)
olarak soylenir. (fog) (x) fonksiyonun tiirevi
(fog)” (x) =1 " [g(x)] . g"(x)

seklinde hesaplanir.

Ornek : f,g:R =R
f(x) =x2 + 5, g(x) =3x - 5 ise
(fog)” (x) degerini bulalim.

Cozim : L yol :
(fog) (x) =1~ [g(x)] . &)
=(2x)o [3x-5].3
=2(3x-5).3
=(6x - 10) .3 =18x - 30

II. yol : Fonksiyonun bileskesi alinir, sonra tiirevlenir.
(fog) (x) = f [g(x)] = (3x-5)2 + 5 = 9x2 - 30x + 30
(fog)” (x) = 18x - 30

PARAMETRIK FONKSIYONLARDA TUREV

t parametre (degisken) olmak iizere, parametrik fonksiyonlardan birinci tiirev

dy
. dy dt dy gt
x = f(t ve =o(t ise - = & = 2 4L
®©) y=gW dx  dx  dt  dx

dt
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Parametrik fonksiyonlarin ikinci mertebeden tiirevi ise y = f(x) fonksiyonu,
y = f(t) ve x = g(t) seklinde x ve y parametrik fonksiyonlarla ifade edildiginde her zaman
y yi x tiiriinden ifade edemedigimizden, art arda tiirev alma yontemini uygulayamayiz.

Bu durumda asagidaki kurali kullaniriz.

V4

O Y gigelim 9Y o dz %

dx ' dx? dx ’

Xt Xt

Ornek : x =Vt
ise d—y=‘7
dx
y=t-t*

Coziim : y nin x e gore tiirevi direkt olarak alinamaz. Ciinkii, x t ye bagly;

y de t ye baghdir.

dy 20
dy _ g _ @-1)

= 1-2t oyt (1-20=2x (1-2x3) dir
I dx Tty 0 ( )=2x (1-2x) dir
dt 2Vt

&y

Ornek :y=1t*+1vex=t"+2t i¢cin — degerini bulalim,
dx

Coziim :d—y =2t =7 olsun.
dx  2t+2
2. (2t42) - 2t . (2)
5 , ( 2t )r 5
dy _ % _\ow2 (2t+2) 4

t
dxr2 ' (t2+20)° 2t+2 (2t+2)?
t
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KAPALI FONKSIYONUN TUREVI

F(x,y) = 0 seklindeki bagintilara kapali fonksiyon denir. Tiirevi hesaplanirken birkac
yola bagvurulabilir. Bunlar;

1) Eger, y yalmiz birakilabiliniyorsa, tiirev alinir.

d
2) F(x,y)=0 bagintisinda her terimi x e ve y ye gore hesaplanarak y’=d% bulunur.

'

Ny = _F—X formiiliinden yararlanilir. Burada F o F(x,y) bagintisinin x'e gore tiirevi
F
y

(y sabit) F ,y, F(x,y) bagintisinin y ye gore tiirevi (x sabit)

Ornek : x2y3 + 3xy - 2x +y - 5 = 0 bagintis1 ile verilen fonksiyonun tiirevini bulalim.

Cozum
F(x,y) =x2y3 + 3xy - 2x +y - 5 =0
F ;:2y3x + 3y -2 (x e gore tiirev, y sabit)
F ’y=3x2y2 +3x + 1 (y ye gore tiirev, x sabit)
Buna gore,
y'=—F;‘ i 2y3x+3y—2
Fy

olarak bulunur.

’

3x%y2+3x + 1

Ornek : x3y2- xy3- 5x + 1 =0 kapali ifadesinde y' = ?ly bulunuz.
X

Coziim :3x%y2 4+ 2x%y . y' - y3-3xy2y’ - 5=0
2x%yy’ - 3xy?y = -3x%y2+y3+ 5
y'(2xy - 3xy?) = -3x%y2 4 y3 + 5
,=—3x2yz+y3+5
2X3’y - ?})(y2

—y'-Fx ile bu srmek coziilebilir.

Fy
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X3y2 y ye gore tiirevi alindiginda 2x3yy” oluyor. Ancak, x3y2, x’e gore tiirevi alindiginda 3x2y? oluyor. x
yazilmiyor.

Kapali ifadelerde tiirev alinirken, érnegin;

xy =0
y+xy =0
Y=y
S
y'=< dir.

ARDISIK TUREVLER
f: A=R, x—=y =f{(x) fonksiyonunun

1. mertebeden tiirevi y' =f'(x) = dl;(_x)
2
2. mertebeden tiirevi y' =f (x) = df(x) _ ¢ (dfx)
dX2 dx \ dx
ya da
o_dy _d (dy
g dx?  dx \dx
3 2
Uciincii mertebeden tiirevi y”=f (x) = df(x) _ g [dFx)
dx> dx \ dx2
n n-1
n. mertebeden tiirevi y(n)=f(n)(x) _ d f(r)f) _d d" 1 (x)
dx dx an-l

d (—y demek, once 'y nin x e gore tiirevi al, bulunan sonucuda x e gore tiirevle.

dx \dx

Ornek : f: R -{0} =R

f(x) = % fonksiyonunun dordiincii mertebeden tiirevi
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Coziim
f(x) = x°!
f(x) =-x2
f7(x) = 2x3
£7(x) =-6x4

fV(x) = 24x5 =24
x5

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN TUREVI

1) y = Sin f(x) ise

Ornek : y =Sin x2  ise
2) y = Cos f(x)
Ornek : y = Cos (2x2 -1)
3) y = tan f(x) ise
Ornek : y = tan 3x2 ise
4) y = Cot f(x)

Ornek : y = Cot (3x4 -1)

5) y = [Sin f(x)]n ise

y’ = f'(x) . Cos f(x)

y” = 2x Cos x2

ise y = -f'(x) Sin f(x)
ise y =-(2x2-1)" Cos (2x2 -1)
=-4x . Cos (2x2 -1)

y =f(x).[1 + tan2 f(x)] = f'(x) Sec? f(x)

y” = 6x [1 + tan? 3x2] = 6x Sec? 3x2
ise y =-f(x).[1+ Cot2 f(x)]= -f'(x) . Cosec? f(x)
ise y =-(3x4-1)" Cosec? (3x4 -1)

=-12x3 Cosec? (3x4- 1)

y  =n. [Sin f(x)]*-1. [Sin f(x)]

Ornek : y = Sin2 3x ise y'=?

y = Sin? 3x = (Sin 3x)2  oldugundan,
y’=2 Sin 3x . (Sin 3x)”
=2 Sin 3x .3 Cos 3x =3 .2 Sin 3x . Cos 3x = 3 Sin 6x
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6) y = [Cos f(x)]n ise y” =n [Cos f(x)]"-1. [Cos f(x)]"
Ornek : y = Cos3 x2 ise
y =(Cos x2)3 ise  y’=3.(Cos x2)3>1-(Cos x2)’

=3 (Cos x2)2 . (-2x Sin x2) = -6x Cos2 x2 . Sin x2

7) y = [tan f(x)]" ise y” = n [tan f(x)]*-L, [tan f(x)]
Ornek : y =tan32x ise  y =3 tan22x . (tan 2x)”

= (3 tan? 2x) . 2 Sec? 2x = 6 tan? 2x . Sec? 2x

8) y = [Cot f(x)]n ise y =n.[Cot f(x)]*-1 . [Cot f(x)]’
Ornek : y = Cot* x2 ise
y = [Cotx2]* =4 . [Cot x2]3 . [Cot x2]”
=4 . [Cotx2]3 . [-2x Cosec? x2]

= -8x Cot3 x2 . Cosec?2 x2

TERS TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN TUREVI

1) y=Arcsinx Fonksiyonu

Arcsin f(x) = Sin’! f(x) dir.

y=Arcsinx <& x=Siny —%sys% lsxs<1
(Arcsin x)' = S - genel olarak,
V1-x2
, : f'(x)
(Arcsin f(x)) = ———~——
V1 - [f(x)2

- B D dy _
Ornek : y = Arcsin x? ise - =7

dx

d_y= 2x
dx {1-x4
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2) y= Arccosx Fonksiyonu
. ) . dy
Arccos f(x) = Cos! f(x) Ornek : y=Arccos (3x+1) ise —X=?

dy -3
y =Arccos X & x=Cosy P
dx  \/1-3x+1)?
0<y<m, -1<x<1
(Arccos x)' = 1 R genel olarak,
-X
-£'(x)

(Arccos f(x)) =

VI -[f(x)]2

3) y=Arctanx Fonksiyonu
Arc tan f(x) = tan’! f(x)

y=Arctan f(x) & x=tany

T <y< %, -0 <X <0

2
Arc tan x)' = 1 enel olarak,
( ) 1 +x2 8
’ f’
(Arc tan f(x)) = BLACON
1+ [f(x)2
8 N 3 o dy _
Ornek : y = Arc tan (2x° -1) ise —Z =72
dx
dy _ (-1 62

dx 1+@2x°-12 1+Q-1)2

4) y=Arccotx Fonksiyonu
Arccot f(x) = Cot! f(x)
y = Arccot f(x) & x =Cot y

O0<y<m, -c0o< X< o0

(Arccot x)' = -1 genel olarak,
1+x2

. A'(X)
(Arccot f(x)) = T+To02
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y=Sec f(x) ve y=Cosec f(x) fonksiyonlarin tiirevleri, bélme kuralindan ¢ikartilir.

— Ji -1
Sec f(x) Cos fix) ve Cosec f(x) Sin fix)

oldugundan

Ornegin : y = Sec x (1) Cosx-1.(Cosx)

" Cos x (Cos x)2

_0.Cosx-1(-Sinx) _ Sjpx
Cos2x Cos2x

dy _,

X
L
dy _ -0%)" _ "o _ -1

dx 1+G%)2 1+x (2V%) . +x%)

Ornek : y = Arccotvx  ise

LOGARITMA VE USTEL FONKSIYONLARIN TUREVI
y =Logex =Inx < x=eY dir.

n € N* olmak iizere, lim (1 + rl_l)n =e=2,7182... dir.

o F'(x)
1) (In (o) = 00
Ornek : y = (Inx) ise dy :%
X
d_y — ﬂ — 2x

> 1

T
y =1Inx* ise
dx x2 x2

2) aER' ve a=1 olmak iizere

1 '
(loga f(X)) T na £(x)

dy _ 1 ' _ o _ 2

dx In3 x> xAn3 xIn3

Ornek :y =logsx? ise

Ornek : y = logs(Sin xz) ise d—y= ?
dx
. N
Coziim : 1. (SInX)" _ 2x Cosx2 _ 2x . Cot x2

In5 Sin x2 In5.Sinx2 In5
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Uslii fonksiyonlarin tiirevi
1) [ef®] = £ (x) ef

Ornek : y =eSinx jse dy _ ?
dx

g—y = (Sin x)’ eSinx = Cos x . eSinx
X

2) aER* ve a=1 olmak iizere,

(af®) =f'(x) . af®ln a

Ornek :y= 2% se dy _ ?
dx

Coziim : g-‘/ =(3x3) . 2% n2
X

=6x.2% (n2

3)f(x)>0 ve y=[f(x)}g® ise,
Yy g o 1)

Ornek :y=xCosx jse vy =?

Céziim : y' =xCosx _ [Cos x .lnx/

= XCOSX[-Sin x.lnx+ % (Cos X)J
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Simdiye kadar tiirev alma kurallarimi 6grendik. Asagidaki tabloda ilgili tiirev alma kurali
ve Ornekleri verilmistir. Inceleyiniz.

SORU ILGILI FORMUL cozUM
f(x) =30ise f'(x) ="? f(x)=C,CERise f' (x)=0 f'(x)=0
f(x) =x2ise f'(x)=? f(x) =xmise f'(x) =nx"! f'(x) = 2x

f(x) =x .Cos x ise f'(x)="?

fx)=u.v isef'(x) =u' .v+uv

f'(x) = (x) Cos x + (x) (Cos x)'
= Cos x - x Sin x

f(x) =—X
) Sin x

f(x) =U jse f'(x) uv-uv,
v u

_(x)' Sinx -x.(Sinx)’

f'(x)
Sin’x
_Sinx -x Cosx
Sin*x

f(x) =x2 g(x) = x-1 ise

(gof)’ (x) =g (f(x)). f'(x)

(gof) (x) = 2x

(gof)' (x) =7
dy dy dy
X =1, =t2-1, =? — 7=27t=2t=2
g x dy _dr dx 1 b
dx dx
dt
Xy +y2+2x=0 2Xy+x%y +2yy'+2 =0
dy -9 Kapali fonksiyonun tiirevine bak. _. 2xy+2
dx x2+2y
- y =4x3 yu = 24x
y=x*ise yM(x) =? n. mertebeden tiireve bak y' =12x2  yv=24

y =Sin (Cos x) ise y' =?

y =Sin f(x) ise y’ =f'(x) . Cos f(x)

y' = (Cos x)'Cos (Cos x)
=-Sin x . Cos (Cos x)

y=Cos (Inx)isey =?

y = Cos f(x) ise y' = -f'(x) Sin f(x)
g(x)
g(x)

y=Ingx)isey =

y' = -(Inx)" Sin Inx = XL Sin (Inx)

y=tan 5x ise y’' =?

y = tan f(x) ise y' =f'(x). Sec’f(x)

y' =5 Sec? 5x

y = Cot 5x%isey’ =?

y = Cot f(x) ise y' = -f'(x) Cosec*f(x)

y' = -10x Cosec? 5x>

' ,_ (Cos x)' _ _gj
y=arc Sin (Cos x)isey'=? | y=arc Sinf (x) ise y' = ERECON - 5 Sinx
VI{f(x)]2 V1-Cosxx  V1-Cos’
f , _L
y = arc Cos (In x) y =arc Cos f(x) ise y’ :%2 Y= -(Lln x) X
V14 f(x - -
) Vitn x> A 1-(Ln x)°
= arc tan 2x y'= 1 =
Y 14f(x) ]2 1+4x2
—_ I — 1 1 1
y = arc Cot 3x y' = y' =-
1Hf(x)]? 149x?
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SORU ILGILI FORMUL COZUM
o . f'(x) ,_(x42)" 5
y=In(x%*+2)isey' =? =Inf(x)isey = = =X
Y Y f(x) x42 x22
_ s . f'(x) 1 2x -1 2_ 2
y=logzx2isey =? =log., f(x) isey' =1 . y=">22=_1 2=-_<£
y=logaf(x) isey Ina f(x) ln3 x2 (n3%* xln3
. i ) " = (Sin x + Cos x)’ eSinx+Cosx
— @Sin x + Cos x =9 =ef®ise v = {'(x) ef® y =( )
y=¢ 1sey y y (x) =(Cos x - Sin x) eSinx + Cos x
X243 5o ot aER"ve a = 1 olmak iizere
YRR bey= = o e Y = (24 3. 25
Y =f(x) .a® . Lna = (2x +3).2%%  In2
y=x5n% jsey’ =2 y=1£(x)>0 ise y =[f(x)[g¥ y' =xSinx_[Sinx . Lnx/

y' =y. (gx) . In f(x))

=xSinx, {Cos x Lnx +Xl Sinx}

TUREVIN LIMIT SORULARINA UYGULANMASI
L’ HOSPITAL KURALI

Eger lim ) fimitinde ©

0
~ yada — belirsizligi varsa,
g(x) *

tim £ g T )
Tog(x) T g'(x)

olur.

Limit hesaplanirken had yada % sonucu bulunursa pay ve paydanin tiirevi alinir. Eger yine

e}
D ﬁyada 0
o0

0 sonucu bulunursa yine pay ve paydanin tiirevi alinir. Sonuc bir reel sayi ¢ikana

dek islem devam ettirilir.

Ornek :limX27'1=?
=hx -1

711 = % belirsiz. O halde, pay ve paydanin tiirevini alalim.
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Ornek : lim €O X -9
=71 -Sin x

Cos T
Coziim : : 2 - 0 _0 pelirsiz. Pay ve paydanin tiirevini alalim. Yani,
1-SinZ 1-1 0
2
, Sin &
im (COS.X) ,=ﬁm-Sinx=ﬁmSinX= %[ =Tan & =
=% (1-Sinx)" *35-Cosx *5Cosx Cos 5 2

Ornek : lim u=?

0
Coziim : er-1_ e belirsiz. Pay ve paydanin tiirevini alalim.

)
. X 400 © . .
lim € = €~ = Yine pay ve paydanin tiirevini alalim.
e X 2.
+ 00
1]_[‘1’1 ex = * = =4

BIRINCI DERECEDEN ALINAN TUREVIN GEOMETRIK YORUMU
Bir Fonksiyon Grafiginin Bir Noktasindaki Tegetinin Egimi

f: [a, b] = R fonksiyonu, x; € (a,b) olmak iizere x, noktasinda tiirevlenebilir fonksiyon
ise; f fonksiyonun grafiginin (x,f(x)) noktasindaki tegetinin egimi,

m, = {7(xy) olarak hesaplanir. Tegetin denklemi ise,

y - f(xg) =17 (Xg) . (X-X) olur.

Tegete (x, f(xp)) noktasinda dik olan dogruya, f fonksiyonun grafiginin (x,, f(x())
noktasindaki normali denir. Oyleyse (x, f(x)) noktasnidaki normalin egimi,

My=-—1
" (x0)
olarak hesaplanir. Normalin denklemi ise,
— 1
y-f(xo) = - (X - Xo)
" (xo0)

olur.




MATEMATIK 6

Ornek : 8y =x3 - 12x + 16 egrisinin (0, 2) noktasindaki teget ve normal denklemleris

bulunuz. Bu egrinin hangi noktasinda tegetinin egimi % ye esittir. Hangi noktadaki

teget x eksenine paraleldir?

Coziim : y = "3'12%16 oldugundan egim, d—i = 3"{7'12

O halde, x = 0 icin tegetin cgimi, WT-U =-3 di.
y - f(x) = f'(X¢) (x - Xq) 0, 2
Y=y (-0 ( o 0 )
y—2=—%x
2y +3x =4

bulunur. Normal, tegete dik oldugundan,

My=-- 1 idi. O halde,
f'(x0)
My=- 1 -2
N 373
2

Normalin denklemi;

y - f(xg) = 1 (X - Xg) oldugundan,
f'(xq)

y—Z:%.(X—O) buradan

2x -3y + 6 =0 denklemi bulunur.

2
% = % oldugu zaman,

6x%-24=172
6x% =96
x2=16

x =14 olur.
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Bu degerleri 8y = x3 - 12x + 16 denkleminde yerine koyalim.
x=-4icin 8y =(-4)3-12(-4) + 16

8y =-64+48 + 16

y=0, (-4,0)

X =4 i¢in 8y =(4)3-12(4) + 16

8y =64 -48 + 16

8y =32

y=4, 44

O halde, (-4, 0) ve (4, 4) noktalarinda egim %dir.

Egim sifir oldugu yani, 3x2 - 12 = 0 oldugu zaman x =2 dir.
O hélde, x = £2 oldugu zaman x eksenine paralel olacaktir. Bu x = £2 degerlerini
8y = x3 - 12x + 16 denkleminde yerine koyarsak,
x=-2i¢in 8y =(-2)3-12(-2) + 16
8y=-8+24+16

8y =32
y=4

x =2 igin 8y =(2)3-12(2) + 16
8y=8-24+16
y=0

O halde, (2, 0) ve (-2, 4 ) noktalarinda teget x eksenine paraleldir.

Ornek : f(x) = x2 + kx + 8 fonksiyonun egrisine, apsisi x = -1 olan noktasindan cizilen
teget, x ekseni ile pozitif yonde 135° lik a¢1 yaptigina gore k =?
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Coziim : x = -1 noktasindaki tegetin egimi f'(-1) dir.
f(x) =x2+kx + 8
f'(x) =2x+k
f'-1)=-2+k @

Cizilen teget, x ekseni ile pozitif yonde 135° lik ac1 yapiyorsa m = Tan 135,
Tan 135 = -1 oldugundan m = -1. Bu degeri (I) de yerine yazarsak;

m=-2+k = -1=-2+k = k=1 olarak bulunur.

Ornek : f(x) = x3 + kx2 + x fonksiyon egrisinin, apsisi x = 1 olan noktasindaki tegetin
denklemi y + x + 2 = 0 olduguna gore k nedir?

Cozim : f(x) = x3 + kx2 + x
f'(x) =3x2 + 2kx + 1
f(1)=3+2k+1
Bulunan bir deger, f(x) fonksiyonunda x = 1 noktasindan ¢izilen tegetin egimidir. Yani,
f'(H)=m=4+2k
Bu tegetin denklemiy + x +2 =0
y=-Xx-2 (egim y=ax+b egim m=a)
O halde egim -1 = m oldugundan,
f'(H)=m=4+2k=-1
2k =-5

k= % olarak bulunur.
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TUREVIN FIZIKSEL ANLAMI

Bir hareketlinin gittigi yol s = f(t) denklemi ile belli olduguna gore

a) Hareketlinin t anmindaki hiz1

v, =48 = (¢
ET g (t)

b) Hareketlinin t anindaki ivmesi

a, = % =v'(t) = f'(t) olur.

Ornek : Hareket denklemi s = %tz -t olan hareketlinin harekete basladig1 andan
6 sa-niye sonraki hizin1 ve ivmesini bulunuz. (Bu denklemde uzunluk metre, zaman

saniye ile veriliyor.)

Coziim

Hizi, vi)=f'(t)=t-1
v(6)=6-1=5m/sn

Ivmesi, a=f"(t)=1

f7°(6) = 1 m/sn?

Ornek : a € R olmak iizere, yol-zaman denklemi s(t)=2at3 olan bir hareketlinin harekete
bagladiktan sonra 2 saniye sonraki hizi 24 m/sn olduguna gore bu hareketlinin
6. saniyedeki aldig1 ivmeyi bulalim.

Coziim : s'(t) = 6 at? ivme = s"(t) = 12 at
s'(2) =24a =24 =12.1.6
a=1 =72 m/sn2

OZEL TANIMLI FONKSIYONLARIN TUREVI

1) Parcal Fonksiyonlarin Turevi

[g(x), x<a ise £(x) =fg’(x), x<a ise

f(x) = .h(X) , X=a ise \h’(x) , X=a ise

Ancak bu fonksiyonlarin x = x(, noktasindan tiirevli olabilmesi i¢in sagdan ve soldan

tiirevlerinin egit olmasi gerekir.
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/3X2— 1, x<2 ise

\%, Xx=2 ise

Ornek : f'(x) =

x = 2 noktasindaki tiirevini bulunuz.

Coziim : x <2 icin f'(x) = 6x Oyleyse, f'(27)=6.2=12

x22 igin £ (x) = - L oyleyse, f'(2%=-
X

& =

12;*:-l
4

oldugundan, x = 2 noktasinda fonksiyonun tiirevi yoktur.

2) Mutlak Deger Fonksiyonu
Mutlak deger fonksiyonun tiirevi alinirken mutlak degerin tanimina dikkat edilir. Yani;

_ ff(x) , fx)=0 ise
i) = \-f (), fx)<0 ise

Ornek : f(x)=1x2-6x+51 ise f@) =2, £(10)=2?, £(1)=?

Coziim 1. yol : Once fonksiyonu parcali fonksiyon haline getirelim.

x2-6x+5=0 X | -0 1 5 400
I T
x-5x-1)=0 x2-6x+5| + ? - (l) +
x=5, x=1
x2-6x+5, x=1 ise
f(x) ={-x2+6x-5, 1<x<5 ise
\x2-6x+5, x=5 ise




MATEMATIK 6
Bu durumda,

f2x-6, x=1 ise
f'(x) ={-2x+6, 1<x<5 ise
\2){-6, Xx=5 ise

f'4)=-2.4+6=-2
f7(10)=2.10-6=14
x = 1 noktasi kritik nokta oldugundan,

fr(1)=2.1-6=-4 |

F (1 =-2.()+6=4 | x = 1 noktasinda tiirev yok.

IL yol : y=[f(x)| tiirevi

P [f(x)]
=100

y

Bu durumda,

2.6x+5 |
Fi(x) = (x-6x45) | 0xHS]
() = (x%6x+5) x2-6x+35
, | x2-6x+5 |
f =(2x-6).—
(x) = (2x-6) x2-6x+5

Ornegin  x=4 icin x2-6x+5<0 oldugundan
| x2-6%+5 | = - (x2-6x+5)
dolayisiyla

| x2-6x+5 |
| X0XTI
x2-6x+5

f'(4)=02.4-6).(-1)=-2
x2-6x+5 = (x-5) (x-1) oldugundan

x=1 ve x=5 noktalara kritik nokta. O halde bu noktalarda tiirev yok.
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Tam Kisim Fonksiyonun Tiirevi

Eger, x degeri tam kismin i¢ini tamsay1 yapmuiyorsa tiirev vardir ve tiirevi sifirdir.

Ornek : fx) = [Bx1]  £(2)=? f’(%)=?

Coziom : f'(2) = [I13.2l] =6 tiirevi yoktur.

f' (%) =[I3 % = 1[I % ] tiirev vardir.

f'(x)=0
o

Isaret Fonksiyonun Tiirevi

Isaret fonksiyonun icini sifir yapan x degerleri icin tiirev yoktur. x degeri isaret
fonksiyonun i¢ini sifir yapmiyorsa tiirevi vardir ve tiirevi sifirdir.

Ornek : f(x)=Sgn 2x +1) ise f' (%)
2. y1=2x0
2

f'x)=0

TUREVIN UYGULAMALARI

Tirevlenebilirlik ve Sureklilik

Teorem : f : [a,b] — R fonksiyonu x,€& (a,b) noktasinda tiirevlenebilir ise
(f"(xg) €R), f fonksiyonu x( noktasinda siireklidir.

Bu teoremin karsit1 dogru degildir.

Ornek : f(x) = Ix-1| fonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli midir? Tiirevli midir?
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-1, =1 ise
Cﬁzﬁm:f(x)zlx—ll—/x x

_\-x+l, x<1 ise

1i1r11+ x-1)=0 \\
liI‘Ill_ (x+1)=0 thll f(x) =f(1) oldugundan siireklidir.
f)=[1-1][=0 I

Ancak, x = 1 noktasinda tiirevli degildir. Ciinkii,

’+1, x>1 ise

f'(x) =
) \-1, x<1 ise
x =1 kritik nokta oldugu icin,
f'(17) = +1
(" \ /(1% =f'(1)
f(1y=-1 |

O halde, x = X, noktasinda siirekli fonksiyon x = x;, noktasinda tiirevlenemeyebilir.

Sonuc¢ : f:[a,b] = R fonksiyonu Xy € (a,b) noktasinda siireksiz ise f fonksiyonu

X( noktasinda tiirevlenemez.

f : [a, b] = R bir fonksiyonu siirekliyse, [a, b] araliginda fonksiyonun aldig1

maksimum ve minimum degerlere fonksiyonun ekstremum degerleri denir.

Teorem : f:[a,b] — R fonksiyonu siirekli ve her x € (a,b) i¢in tiirevi olan bir fonksiyon

olsun.

a) Eger her x € (a,b) i¢in f(x) < 0 ise f fonksiyonu monoton azalan, f(x) <0 ise
azalan fonksiyondur.

b) Eger her x €(a,b) i¢in f (x) = 0 ise f fonksiyonu monoton artan, f (x) > 0 ise artan
fonksiyondur.
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Ornek : 1- f(x) = 2x - 3 fonksiyonunun [0, 2] araligindaki ekstremum degerlerini
inceleyiniz.

f’'(x) =2 dir. f'(x) >0 = fonksiyon artandir.
min f(x)=1f(0)=2.0-3=-3 dir.
max f(x)=12)=2.2-3=1 dir. y

2. f(x) = (x - 1)2 - 1 fonksiyonunun [0, 4] aralifinda ekstremum degerlerini
hesaplaymiz.

f’(x) = 2(x - 1) fonksiyonu [0, 1) aralifinda azalan (1, 4] araliginda artandir.
f(l)=(1-1)2-1=-1dir. f(x) in [0,4] araligindaki minimum degeridir.
f4)=4-1)2-1=8 dir. f(x) in [0,4] aralifindaki maksimum degeridir.

Yerel Maksimum, Yerel Minimum

f(x) fonksiyonu bir (x; - €, x; + €) aralg icinde en kiiciik degerini x; noktasinda
aliyorsa fonksiyonun x; noktasinda yerel minimumu vardir. En biyiik degerini x,

30

noktasinda aliyorsa fonksiyonun x; noktasinda yerel maksimumu vardur.

Yerel minimum veya maksimumun varligi i¢in bir € > 0 sayisinin bulunmasi yeterlidir.

£(x)

X;-€ X, X+E€ X,-0 X, X,+0 X

Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum noktalarina fonksiyonun ektremum
noktalar1 denir.
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Teorem :f]a,b] — R fonksiyonu siirekli ve her x € (a,b) icin tiirevi olan bir

fonksiyon olsun.

Eger xo=(a,b) noktas: f fonksiyonunun bir yerel ektremum noktasi ise f (x0)=0

Ornek 1: f(x) = -x2 + 8x - 15 fonksiyonunun [0, 7] araliginda siirekli ve tiirevli oldugu
biliniyor. Fonksiyonun maksimum ve minimum degerlerini bulunuz.

f(x)=-x2+8x-15=-(x4)2+1
y

1e

Max f(4) = 1 dir.
Min f(0) = -15 dir.

-15

Sekilde x = 4 noktasinda bir maksimuma sahip oldugundan
ffx)=-2x+8 = f(4)=-2.4+8=-8+8=0 dir

Ornek 2: f(x) = 2x + 1 fonksiyonu [2, 3] aralunda siirekli, (2, 3) araliginda tiirevlidir.
Fakat fonksiyon bu aralik i¢inde hi¢bir noktada tiirevi sifir degildir. Ciinkii (2, 3)

araliginda fonksiyon ekstremuma sahip degildir.

Teorem : (Rolle Teoremi)

f(x), [a, b] de siirekli, (a, b) de tiirevli bir fonksiyon olsun. f(a) = f(b) ise, bu
fonksiyonun tiirevi (a, b) araliginda en az bir x; noktasinda sifir degerini alir.

Ornek : f(x) = x2 + 4x + 3 olsun. Xx; € (-5, 1) icin f'(x;) = 0 Rolle teoremini

kullanarak gosterelim.
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Cozim : f(-5) = (-5)2+4(-5)+3=8; f(1)=12+4 .1 + 3 = 8 oldugundan
Ix € (-5,1) i¢in f’(xy) = 0 olur.

ffx)=2x+4=0 = x=-2€(-5,1) ve {(-2)=-2.2+4=0 dir.

Ornek : f(x) =x - [I x I] fonksiyonuna [3, 4] araliginda Rolle Teoremi kullanilamadigin

gosterelim.
Cozim : f3)=3-[1(3)1]=3-3=0, f{dH)=4-[(4)]1=4-4=0

Fonksiyon (3, 4) te tiirevlidir. Fakat fonksiyon (3, 4) te silirekli olmasina ragmen [3, 4]

de siirekli degildir.

lim f(x) =lim (x-[141])= lim (x - 3) = 1

lim £(x) =lim (x - [1 4 1) = Tim (x - 4) = 0

Fonksiyon x = 4 noktasinda siirekli degildir. Fonksiyona bu aralikta Rolle Teoremi

uygulanamaz.

Teorem : (Ortalama Deger Teoremi)
f(x) fonksiyonu [a, b] de siirekli ve (a, b) de tiirevli ise

f(b) - f(a)

Ax; E(a,b) icinf' (x1) = dir.

Ornek : 1- y = 2x2 - 3x - 7 fonksiyonunda [2,4] arahiginda ortalama deger teoremini

uygulayalim.
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Coziim : f(x) fonksiyonu (-0, o) araliginda siirekli ve tiirevlidir.
f(2)=2.22-3.2-7=-5
f(4)=2.42-3.4-7=13

tixy =@ _1345 _18 _
4-2 2 2
f'(x;))=4x-3=9 ised4x =12 = x=3tir. 3 &€ (2,4) olur.

Ornek : 2- f(x) = Sin (nx) +1x  fonksiyonuna [-3, 2] araliginda ortalama deger
teoremini uygulayiniz. 2

- 3\ qinan.3-0.3_.3
f(a) = f(-3) = Sin (-3n)+(2)— Sin3n-3=0-3=-3
f(b) = £(2) = Sin (2m) +4_0+1—1

i) -t (-3 't 5 1
o= = 3 — 5 252

f’(xo):nCosnX+/2{:%zCosnX:Oz

Cos |— +Tl:k

Cos T x =>TCX:%+ km =>x:%+k

k=-3,-2,-1,0, 1

=l.3-.5 x,=1l_p=-.3
2 2’ 2 2

X5 = é +1= 3 degerleri elde edilir.

,»  X3=

X1, X9, X3, X4 ,X5 € (-3, 2) araliginda ortalama deger teoremini saglayan bes tane nokta
vardir.

Ortalama Deger Teoreminin Geometrik Anlam
f(x) in iki noktas1 A ( a, f(a)) ve B(b, f(b)) olsun.
f(b) - f(a)
-a

f'(x1) = f(bl))_f@) demek, f(x) egrisine A ile B arasindaki en az bir x; nokta-

, AB dogrusunun egimidir. 3x; € (a, b) icin

sindan AB ye paralel bir teget cizilebilir.
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f(x)

X P m — - - =
[ S

Ornek :f(x) = V9 - x2 yanim ¢emberinde A(0, 3), B ( 3, 0) verilsin. Egri iizerindeki bir
noktadan AB dogrusuna paralel bir teget cizmek miimkiin miidiir? Oyleyse, tegetin
denklemini yaziniz.

0.3)

f(x) =V9-x2 =y2+x2=9
B

(0,-3) 0 (3,0\ X

AB dogrusuna paralel tegetin degme noktasinin apsisi (0, 3) araliginda ortalama degerini
aldig1 noktadir. f(x) fonksiyonu [0, 3] de siirekli ve (0, 3) de tiirevli oldugundan Ortalama

Deger Teoremini uygulayabiliriz.
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f(3)=0ve £f(0) =3

=t _0-3__ ) Lpg= 2x o x o
3-0 3-0 2V9 - x2 9-x2
(9-x2=x=9-x2=x2=2x2=9=x2=2 = x=%+ 3 =
2 V2

-3 20,3)A3€(0,3)=x= 3 = yp= 2 di .. O e
’ ’ yo=-- dir. Cizilen tegetin egimi
V2 V2 V2 V2

AB dogrusunun egimine esit olup m = -1 dir.

X - 3g§) —y=-x+3V2 bulunur.

Y'YO=m(X'XO):Y'3g§='1

ORNEKLER
Ornek 1- y = ex-3)’ fonksiyonuna (2, 4) da Rolle Teoremini uygulayiniz.

Coziim : f(x) fonksiyonu [2, 4] araliginda siirekli, (2, 4) aralifinda tiirevlidir.

f 2 = e(2'3)2 = e('l)Z: el =c o . .
f24; o @3r —o(m el o } = f(2) = f(4) oldugundan Rolle Teoremi gerceklenir.

f'(x)=2(x-3).ex32=0 = (e*3)?=0 olamaz) , 2(x - 3) =0
=x=3€(2,4) i¢inf' (3)=0 dir.
Ornek : 2- f(x) = x2 + 7x + 3 fonksiyonuna (1, 7) araliginda Ortalama Deger Teoremini
uygulayiniz.
Cozim:f(1)=12+7.1+3=11
f(7H=7>+7.7+3=101

£ (%) _fD -1 _101-11 90 _ {5
7-1 6 6
f'"X)=2x+7=15 = 2x=8 = x=4€(1,7) i¢in

Ornek : 3- f(x) = x3 + 6x fonksiyonuna (2, 4) arahiginda Ortalama Deger Teoremini
uygulayiniz.

Coziim : f2)=23+6.2 =8+ 12=20
f4)=43+6.4 =64 +24 =288

i =112 _88-20 3,
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f'(x) =3x°+6=34 = 3x>=28 = X2:2378 —
=+2. /7, x=2Te@ 1), x=27¢@, 4 dr
3 3 3

Xx==

2ls

Ornek : 4- f(x) = ax2 + bx + c fonksiyonunun (p, q) araliginda Ortalama Deger

ey o .. + o .. ..
Teoremini saglayan x degerinin X = % oldugunu gosteriniz.

Cozim : f(p) = ap2 + bp + ¢

f(qQ) =aq?2 +bq + ¢

_ 2_p2 )
£ (x) = f(q()l : I£(1>) _a(q p(; _+pb(q p)
f'(x)=2ax+b=4(q+p +b = x=¥ bulunur.

=a(@+p)+b

IKINCI TUREVIN GEOMETRIK ANLAMI

f: [a, b] — R fonksiyonu siirekli, tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Eger fonksiyonun
grafigi iizerinde alinan her hangi iki noktayr birlestiren kiris daima grafigin
iizerinde kaliyorsa, f fonksiyonuna yukar: biikey veya konveks eger Kkiris daima
grafigin altinda kaliyorsa f fonksiyonuna asagi biikey veya konkav denir.

Sekilde f fonksiyonu (a, ¢) araliginda yukar: biikey (c, b) araliginda asag1 biikeydir.
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a) f'(xg) = 0 ve f(xy) < 0 ise f fonksiyonu x, noktasinda f(x,) yerel maksimum
degerini alir.

b) f'(xg) = 0 ve f'(xy) > 0 ise f fonksiyonu x, noktasinda f(x,) yerel minimum
degerini alir.

Egrinin konvekslikten konkavliga veya konkavliktan konvekslige gectigi noktaya
doniim noktasi denir.

y y
f(x) f(x)
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0 X, X 0 X, X
Egrilik konvekslikten konkavhiga Egrilik konkavliktan konvekslige
gecmektedir. x=x; D.N. dir. gecmektedir. x=x, D.N. dir.

Ikinci tiirevin pozitif oldugu aralikta f(x) in grafiginde egrilik yukariya dogru veya
konvekstir.

IKinci tiirevin negatif oldugu arahikta f(x) in grafiginde egrilik asagiya dogru veya
konkavdir.

y y

Konveks Konkav
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Ornekler : 1- y = (x - 2)2 + 3 fonksiyonunun x = 2 noktasinda minimum degerini

aldigini gosteriniz.
Cozim:y =2(x-2); y=0 =22x-2)=0 =2x=2=

f”(x) =2 > 0 oldugundan yerel minimum vardir.

2- f(x) = x2 + 2x - 2 fonksiyonunun x = -1 de maksimum veya minimumunun

bulunup, bulunmadigini arastirmiz.
Cozim: " =2x+2; " x)=0 =22x+2=0 =2x=-1=

f(x) = 2 > 0 oldugundan yerel minimum vardir.

3- f(x) = -(x - 2)* fonksiyonunun x = 2 de doéniim noktasimin bulunup

bulunmadigini arastiriniz.
Cozim : f'(x) =4 (x-2)3;fx)=0 = 4(x-2)=0= x=2,
f7"x)=-12(x-2) = {72)=-122-2)=0 =

f(x) in x =2 de doniim noktas1 vardir.

4- f(x) = x3 - 7x2 - 3x + 2 fonksiyonunun konkav ve konveks oldugu bolgeleri

bulunuz.
Coziim : f'(x) =3x2- 14x - 3

f(x)=6x-14 = f'x)=0 = 6x-14=0 :x:%

X | -00 % 400
f"(x) - +
Konkav Konveks

7\ b
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5- f(x) = x3 + 3x2 - 1 fonksiyonunun ekstremum noktalarini bulunuz.
Coziim : f'(x) =3x2+6x; f'(x)=0 =3x2+6x=0 =3x(x+2)=0

x;=0, xp=-2

f(0) = -1, £(-2) = (23 +3(-22-1=8+12-1=-9+12=3

£ (x) = 6x + 6

f70)=6.0+6=6>0 oldugundan x=0 da minimum degerini alir.

f7(-2)=6.(-2)+ 6=-12+ 6 =-6 <0 oldugundan x=-2 de maksimum degerini

alir.

-0 -2 0 400
y + - ) +
y ~00 / 3 \ 1 / +oo
max. min

6- f(x) = x3 + 6x2 - 4 fonksiyonunun eksrtemum noktalarini maksimum ve

mini-mum degerini bulunuz.
Cozim : f'(x) =3x2+ 12x; f'(x)=0 = 3x(x+4)=0 =
x;=0,x,=-4
yi=-4,y,=28
f"(x) =6x+ 12
f7°(0) = 12 > 0 oldugundan x=0 da minimum degerini alr.

f”(-4) =-12 < 0 oldugundan x=-4 te maksimum degerini alir.

X - -4 0 +00
14 + _ +
y - / 28 \ 4 / +00
max.
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MAKSIMUM VE MINIMUM PROBLEMLERINE AIT ORNEKLER

Ornekler : 1- Carpimlart 1 olan pozitif iki sayinim toplaminmn minimum olmasi i¢in bu

iki say1 ne olmalidir?

Cozim :
Sayilara x, z dersek x.z=1
y=x+z dir
X.Z=1=>%=Z dir. y=x+% olur. y’=1—X1—2 dir.

y=0= x2-1=0 = x2=1= x;=1, x;=-1 sayilar pozitif olacagindan
x=1dir. x.z=1 den z=1 dir.
y=x+z = y=1+1=2 olarak bulunur.

y'=%=% ise y”=l = x=1 igin y”=l=2>0
X2 X3 13

oldugundan minimum olur.

2- Toplamlart iki ve ¢arpimlart maksimum olan pozitif iki sayiy1 bulunuz.
Cozim : Sayilar: x ve z olsun. x+z =2 vey= z.Xx maksimum olmalidir.

z=2-Xx =2y=x2-x)=-x2+2Xx =y=-2x+2=

2x-1)=0= x=1dir. x+z=2 =z=1 dir. y=1.1=1 bulunur.

y ' =-2<0 dir. x=1i¢in maksimumu vardir.
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3- x2 + y2 = 4 ¢emberi i¢ine bir dikdortgen yerlestirilmek isteniyor. Dikdortgenin

cevresinin maksimum olmast i¢in dikdortgenin kenar uzunluklart ne olmalidir?

Cozim :

Cemberde boyle bir dikdortgenin

kosegenleri merkezden gecer.

x2+y2=12 =r2=4 = r=2 dir.

PN
DAB dik ii¢geninde Pisagor Teoremi x2 + y2 =42 = x2+y2=16

Cevresi:z=2(x +y) dir. y =116 - x2 olur.

22X =0

z=2Ax +116-x2) = 72/ =2-
/16 - x2

_2X o x=V16-x2=>16-x2=x2 = 2x2=16 = x2=38
16 - x2
—x=212 = y=V16-8=V8 =2V2 dir.

Maksimum ¢evre : z =2(X + y) = (2\/5 + 2\/5)2 =8V2 dir.

4- IABI = |ACI olan bir tiggende IBCl = a dir. A kdsesinden a kenarina indirilen
dikme 4a dir. Bu iiggenin i¢ine bir dikdortgen yerlestiriliyor. Bu dikddrtgenin alaninin

maksimum olmasi i¢in kenarlar1 ne olmalidir, a cinsinden bulunuz.
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Coziim :

a

IABI = [ACI, IBCl=ave |AHI =4a

Dikdértgenin kenar uzunluklarina x ve y diyelim.

PaN PaN
AGK ~ ABH dir.

X
;=4a_y=>x=a Y
a 4a 4
2
2

S = =(a-X). =ay->

X.y 4 y=ay 4
_ y ds _ g _ 1 _. Y
S=a =05 =9 =a-+-.2.y=a-=

Y- T4 (y) y )
ds _ 2a

O=y=2ave x=a- a
dy 4 2

y=2a, x= % olmalidir.

S"(y) = - % <0 oldugundan x =2, y=2a i¢inS' alan1 maksimum olur.

[\

5- Yaricapr 4 olan kiire icine yerlestirilen maksimum hacimli donel silindirin
hacmini bulunuz.

Cozim :
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PN
IAHI =y, IOHI=x olsun. OAH dik iliggeninde Pisagor bagintisindan
x2+y2=16 dir.

Silindirin hacmi : V=my2. 2x) = V=mn. (16 - x?) . 2x
V =16m.2x - 2nx3 = V = 327x - 27x3

V'(x) = 32 - 6mx2=0=x2=32 =16 _, y — 4+ 413
6 3 3
(—4g§ alinmaz

x =413 i = y2=16-16=32 _
3 3
=>y=4.@ diir.

3
V=g .332.2.4? =256g§“ bulunur.

V'(x) = -121x = V" (‘”F) 1/7/ . 4‘5 =-16V31 <0

oldugundan hacim maksimum olur.

FONKSIYONLARDA ASIMPTOT BULMA

y=f(x) fonksiyonunun grafigi iizerindeki degisken bir p(x,y) noktasi alalim. Eger,
egrinin en az bir kolu sonsuza uzaniyorsa ve p noktasinin d dogrusuna veya
¢ egrisine olan uzakhg sifira yaklasiyorsa, alinan d dogrusuna veya c egrisine,
y=f(x) fonksiyonun asimptotu denir.

Asagidaki sekillerde yukaridaki tanim agik olarak goriilmektedir.

y
7~ p(xy) \ y=f(x)
A g :
d

d dogrusu y=f(x)in dogru ¢ egrisi y=f(x) egrisinin egri

asimptotudur asimptotudur
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Diisey Asimptotun Bulunmasi
p(x)
Q(x)

p(a)#0 oluyorsa, denklemi x=a olan dogruya bu fonksiyonun diisey asimtotu denir.

y= seklindeki rasyonel fonksiyonlarda, Q(x)=0 denkleminin x=a kokii i¢in

Ornek : f(x):% fonksiyonunun diisey asimptotunu bulalim.

Cozim:x-1=0
x=1, 2.141=3#0  oldugundan

x = 1 dogrusu diisey asimptotdur.

Yatay Asimptotun Bulunmasi

% y=f(x) fonksiyonu icin, lim f(x)=b €R veya lim f(x)=b €R ise,
X —>+0 X —>00

denklemi y=b olan dogruya, y=f(x) fonksiyonun yatay asimptotu denir.

. 2
Ornek : f(x) = SxTHAx-1 fonksiyonunun yatay asimptotunu bulalim.
3x42x+1

Cozim : ;- 5x*+4x-1 _5
x—>+0 3x42x+1 3

lim SX%H4x-1 _

5
x—=o 3x242x+1 3

o halde yzg olan dogru f(x) fonksiyonun yatay asimptotudur.

Ornek : f(x) = ’§2+% fonksiyonun yatay asimptotunun olup olmadigini arastiralim.
X_

Coziim :

lim X1 - Lo & R
x—>+00 JIX-
lim Xzilz_oogR

X—>-00 3X—

f(x) fonksiyonunun yatay asimptotu yoktur.
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Egik ve Egri Asimptotlarin Bulunmasi

Bir y = f(x) fonksiyonu icin lim f(x) = © oluyorsa, fonksiyonun egik veya egri
X—>00

asimptotu vardir. Rasyonel fonksiyonlarda egik veya egri asimptotu bulmak icin

pay paydaya boliiniir. Bulunan boliim, fonksiyonun egik veya egri asimptotudur.

Eger, boliim birinci dereceden polinom fonksiyonu ise egik, en az ikinci dereceden

polinom fonksiyonu ise egri asimptotudur.

Ornek : f(x) = Xz"‘% fonksiyonunun egik asimptotunu bulalim.
X+

Cozum :

lim X2+3X-2 — 0
X—>00 X+1

x2+3x-2 x+1 X2"‘ﬁzx+2—i
x+1 x+1

+x2+ X x+2
+2x -2
+2x + 2

4

Burada, g(x) = x+2 birinci dereceden oldugu i¢in g(x) egik asimptotdur.

.. 2
Ornek : f(x) = ’(3"'37"1'5 fonksiyonunun egik ya da egri asimptotunun var olup
X+

olmadigini belirleyiniz.
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2
Céziim : lim X#3X-5 = o

X—>00 x+1
x3+3x2 -5 | x+1 X3x%5 _ 0 4oy 245
x+1 x+1
+x3 +x2 x242x
2x2-5
+2x2+ 2x
-2x -5

Burada g(x) = x2+2x ikinci dereceden oldugu i¢in g(x) egri asimptot vardir.

Ornekler :

1-f(x) =%~ % fonksiyonunun asimptotlarini bulunuz.
X -

a) lim f(x) = lim X2 =1 yatay asimptotdur.

X—>£00 x—te x 3

b) x - 3=0= x =3 diisey asimptotdur.

3
2-f(x) = @ fonksiyonunun asimptotlarini bulunuz.
X -

3
8) y = lim f(x) = lim "2 =

Xx—>t00 X -

© yatay asimptotu yoktur.

b) x-1=0= x=1 disey asimptotdur.

3
¢) (x - 21) =x2-5x+7--1 = y = x2 - 5x + 7 fonksiyonun egri asimptotudur.
X - X-
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GRAFIK CIZIMLERI
Bir fonksiyonun grafigini ¢izerken yapilacak islemler:
1. Fonksiyonun tanim araligi bulunur.
2. Xl_i)rir; f(x) hesaplanir.
3. Varsa asimptotlar1 bulunur.
. Varsa eksenlerin kestigi noktalar bulunur.
. Ekstremum noktalar1 bulunur.

. Bulunan degerler bir tabloda gosterilir.

N NNV R

. Tablodan yararlanilarak grafik ¢izilir.

Polinom Fonksiyonlarin Grafigi

Ornekler: 1 - y = x4 - 2x2 + 1 fonksiyonunun degisimini inceleyiniz, grafigini ciziniz.

Coziim
1) Fonksiyon (-co , +o0 ) tanimhidir. (Ciinkii polinom fonksiyondur.)
2) Xl_i)nilw f(x) = +oo dur.
3) Asimptot yoktur.
4)x=0iciny =1
y=0 i¢cinx*-2x2+1=0 = x2-1)2=0=x2-1=0=x2=1=x=4%1
5y =4x3-4x =4x3 - 4x=0=>x(4x2-4)=0=

x;=0ve 4x2-4=0=x2=1=x,=1, x3=-1 dir. Simdi 2. tiirevi alip, sifira

esitleyelim.
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6)
X -00 -1 0 1 +o0
y’ - ( + + (l) - - +
y 400 \ 0 / / 1 \ \ 0 / 400
min. max. min.

Tablonun Okunmasi : Fonksiyon (- co,+c0) bolgesinden gelerek (-1,0) noktasin
ugrar ve (0,1) noktasina ulasir. Buradan (1,0) noktasindan kivrilarak (oo,00)

dogru ilerler. Grafik;

1 f(x)

2-y =x3+2x2-x -2 fonksiyonunun degisimini inceleyiniz. Grafigini ¢iziniz.
Coziim
1) Fonksiyon (-co, +o0) araliginda tanimlidur.
2)x1_i)ni1w f(x) = oo dur.
3) Asimptot yoktur.
4)x=0i¢in y=-2
y=0 icinx3+2x2-x-2=0 = x2(x+2) -x+2)=0=

x+2)(x2-1)=0=x;=-2, x,=-1 x3=1
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5) y' =32 +4x-1= y' =0 igin 3x>+4x-1=0
X12=-4iV16+4.3 =-4i2\/7=-2i\/7=>X1=-2—\/7’X2=-2+\/7
: 6 6 3 3 3
ylzf(Xl) =(%)=kl, y2=f(X2)=f(¥)=k2
6
: 247 -2+7
X o -2 3 -l 0 3 1 +oo

y’ + + + (i) - - - (i) + +
P A0y T

Tablonun Okunmasi : (- o,-0) dan baglayan fonksiyon (-2,0) noktasindan gecer

ve

-2-3\/7, kl) noktasinda maksimum degerini aldiktan sonra (-1,0) noktasina ugrar.

Fonksiyon (0,-2) noktalarina ugradiktan sonra (%, kz) noktasinda

minimum degerini alir ve (1,0) noktasina ugrayarak (oo, o) yoniine dogru ilerler.

7)

f(x)
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Irrasyonel Fonksiyonlarin Grafigi

y = Vax2 + bx + ¢ bi¢cimindeki bir fonksiyonun grafigi cizilirken asagidaki durumlar
dikkate alinmalidur.
a) ax2 + bx + ¢ > 0 esitsizliginin ¢6ziim bolgesi fonksiyonun tanim kiimesidir.
b)a>0 ise y:;ﬁ‘x + 2% egik asimptot
a
a <0 ise egik asimtot yok.

¢) y' =0 dan yerel ekstremum noktalari bulunur.

Ornekler : 1-y = x2 - 3x+ 2 fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

Hx2-3x20 = x(x-3)20 = x(x-3)=0 = x;=0,x,=3

X -00 0 3 +o0
X - + +
x-3 - - +
x(x-3) =0 + - +
fonksiyon
tanimsiz

Tanim Kkiimesi :(-o0, 0] U [3, ) dur.

X —> +©

2 Jim (Vx2-3x+2) = lim [x]|1-3 +2=z2w

3)y = Vax2£ bx + ¢ formundaki bir fonksiyonun asimptotu y = ‘X + 2% formundadir.
a

y=1x2-3x+2 = y=x-%{ +2=
= _i)+2= +l
Y1 (X > X )

y2=- (X - %) +2=-x+ % dogrulari fonksiyonun egik asimptotlaridir.
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4)x=0 i¢cin y=2
y =0 i¢gin

f(0)=2; f(3)=2 dir.

Hf'x)=y'=—2%X-3 5 fx)=0 = 2x-3=0 = x=5
2.Vx2-3x 2
tanim bolgeleri disinda kalir.
x>3 icin f'(x)>0 dir.
x =0 ve x =3 ic¢in f'(x) tanimsizdir.
6) X -0 0 3 +oo
y’ + - (i) +
y +o0 2 2 +o0
S TNz

Tablonun Okunmasi : Fonksiyon (0,3) aralifinda tanimsiz.
x=-00 dan baglayarak y=+o dogru (-o0,0] araliginda egri ¢izerek ilerler.
x=+% dan baslayarak y=+o dogru (3,+%) araliginda egri cizerek ilerler.

Bu arada y= -x +% ve y=X +% asimptotlarin1 dikkate almak gerekir.

L

7) 7

y=-X +7

TANIMSIZ
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2-y = V-x2+4x - 3 fonksiyonunun degisimini inceleyiniz, grafigini ¢iziniz.

Cozim: ) y=V-x2+4x-3 =+1- (x - 2)? = V-(x-3) . (x-1)
1-(x-2220 = 1-(x-2%=0 = (x-2°=1 = x-2=%1 =

X1 = 1, X2=3

X -0 3 +oo
-(x - 3) + + _
x-1 - + +
f(x) +
fonksiyon tanimsiz fonksiyon tanimsiz
1<x<3

Tamim arahg : [1, 3] diir.
2) Tanim bolgesi sinirli oldugundan ,}Ln}w f(x) hesaplanamaz.
3) Tanim bolgesi sinirlt oldugundan asimptot yoktur. (a < 0 oldugundan)
4)x=1 igcin y=0 dir.
x=3 icin y=0 di.
x=2 icin y=1 dir.

Sf'(x) = -2x +4 =f'(x) = 0= -2x +4 =0 = x =2 dir. (x=2 i¢in y=1 dir)
2V-x2+4x -3
6) X -0 1 2 3 +oo
yo|+ + - -
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Tablonun Okunmasi : x=1 ve x=3 dogrular1 arasinda sinirlidir. Ciinkii tanim

kiimesi, 1 = x = 3 1di. x=2 i¢in y=1 noktas1 egrinin maksimum noktasidir.

7) y

TANIMSIZ TANIMSIZ
Rasyonel Fonksiyonlarin Grafikleri

1-y= Lzl fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
X +

XxX+1=0

Dx+1=0 = x=1dir. x#-1

Tanmm kiimesi : R - {-1}

f:(-%0,-1) U (-1,4%) =R (o0, -1) U (-1, +00)

2)y = lim f(x) = lim %21 =1dir. Yani y =1 dogrusu yatay asimptotdur.
X =t X —too X

3) x =-1 de diisey asimptot vardir. (Diisey asimtot paydayi sifir yapan deger)

4)x=0 i¢cin y=-2
0=X-2 — x.2=0 = x=2

y=0 icin x =2 dir. X+1

y,=1.(x+1)—1.(x—2)= 3

0
(x + 1)2 (x+1)? g

5)
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6) X -00 -1 0 2 +o0

-1

;

= x-1) x-2) fonksiyonunun degisimini inceleyiniz, grafigini ¢iziniz.

2-y

1) x-3=0 = x =3 de fonksiyon tanimsizdir. Tanim kiimesi : R - {3}

2) Asimptotlar:
MQf@FIM1Q;iM£;a

X —> 400 X —> 400 X_3

y = -1 (x-2) _x2-3x+2 4, 2 _, y =x dogrusu egik asimptotdur.
x-3 x-3 X -

:iOO

Tabloda gosterilmez.

x2-3x+2 | x-3
+ X2+ 3x X
2

x -3 =0 = x =3 dogrusu diisey asimptotdur.
3)x=0 i¢in y=-%

y=0 i¢gin x; =1, x,=2 dir.
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- E-D] x-3) -1 (X-D(K-2) _x2-6x4+7, yig o
(x-3)? (x-3)?

3+712
1

4)y

x2-6x+7=0 = x|, = :Siﬁ2x1:3+ﬁ, X2=3-ﬁ

yi = 6’ Yo = 072

5)

X |- 0 1 32 2 3 32 400

6)

W = - - - - - - — -

¢

3
3-y= (x -2) fonksiyonunun degisimini inceleyiniz, grafigini ¢iziniz.
X -

I)x-1=0 =x=1 de fonksiyon tanimsizdir.
f:R-{1} =R

2) lim f(x) = lim &2 =
X =t X —> o0 X-l

[ee]
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3)x-1=0=x=1 de diisey asimptot vardir.

x3-6x2+12x - 8
x-1

x3-6x2+12x -8 x-1
P XX x2-5x +7
5x% + 12x
+ 5x% + 5x

7x -8
_'-_7X'|_'-7
-1

3
K-2)" 2 s 47
x-1

y=(X- %)2 + 2 parabol egridir.

Egri asimptot

L — y=x2-5x+7 egri asimptotdur.
X -

ENGO]

4)x=0 icin y=28
y=0 igin (x-2)3=0 =x=2 dir.

2 3
S 2 G DL 2T o0 icin (x- 22 3x- D - (x-2) ] =
(x-1)
(-2’ (2x-1D=0 = (x-2°=0 = x1=2 =1
7

5y

(x-2)2. (2x-1

= 2
(x-1)
6)
x | < 0 ) 1 2 oo
y’ - - + + ﬁ; +
27
y +oo\8\ 4 /+oo -0 / 0 / +o0
min
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Tablonun Okunmasi : x=-», y=+% baslayan fonksiyon (0,8) noktasina ugrayarak

(%, 24—7) noktasinda minimum degeri aldiktan sonra (1°,+00) dogru ilerler. Sonra

fonksiyon (1%,-00) dan gelerek (2,0) déniim noktasindan kivrilarak (o,) dogru ilerler.

2
Bu arada tabloda olmayan x=1 diisey asimptodu ve y= (X - %) + 4% egri asimptodu

grafikte unutmamak gerekir.

—x . 3y43
7) y=(x -5) +
X
4 . e e e .. .. e e e . .
4-y= 2X fonksiyonunun degisimini inceleyiniz, grafigini ¢iziniz.
X -
Coziim

Nx2-1=0 = x=%1 = x;=1, xo=-1 dir.
f:R-{-1,1}—=R

2) lim f(x) = lim X41 =

—>to0 —>to0
X—>x X™I0 w4 oo

3)x; =1, x,=-1 de diisey asimptotu vardir.

4 . . ..
2"71 =x2+1+ 21 ;= Y= x2 + 1 fonksiyonunun egri asimptotudur.
x2 - x2 -

4)x=0 icin y=0 dir

y=0 icin x=0 dir.
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y,=4x3.(x2-1)-2x.x4=49(§_4x3_ M=2X3(X2-2)
5) (x2-1)? (x2-1)? (x2-1)?
y=0 = 2x°(x2-2)=0 = x;=0, xo=12, x3=-12

Y1=O, y2=4s Y3=4

6)
X
v
y
7)
5-y= 22—X fonksiyonunun degisimini inceleyiniz, grafigini ¢iziniz.
X -
Coziim

)x2-1=0 = x2=1 = x; =1, X, =-1 noktalarinda fonksiyon tanimsizdur.

f:R-{1,-1} =R
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2)y= lim f(x) = lim 227"1 =0 dir. x - ekseni yatay asimptotttur.

X =t X

x2-1=0 = x; =1, x,=-1de diisey asimptot vardur.

3)x=0 =y=0 vey=0 i¢in x=0 dir.

202D -4 920 232+ 1)

4) =
(x2- 1> (x2-D* (x2-1)?
y=0= 2x2+1)=0 = x2+1=0= x2=-1 = Reel kok yoktur.
y' <0 dir.
5)
X | -0 -1 0 1 +oo0
|- - - :
Y10 (e e (0 e e N0
6)

—— —————— P —— — — — — —

—— e ——— —— = — — — — — — —
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Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri
Trigonometrik fonksiyonlarin grafikleri cizilirken asagidaki durumlar dikkate alinir:

a) Once periyod bulunur. Periyod genisliginde bir aralikta degisim incelenip grafik

cizilir. Obiir periyod genisliginde ardigik araliklarla ilk cizilen grafik tekrarlanur.
b) Fonksiyon kesirli ise diisey asimtot bulunur.

c) Eksenleri kestigi noktalar bulunur.

d) Tiirev alinir. Yerel ekstramum noktalar1 hesaplanir.

e) Degisim tablosu yapilarak grafik ¢izilir.
Trigonometrik denklemlerin ¢oziim kiimelerini bulmayi 6grenmeden grafik cizmeye gecmeyin.

1-y =1+ Cos 2x in grafigini ¢iziniz.

1) Cos 2x in periyodu 277'7 =n O halde, [0,t| arahiginda grafigini ¢izmek yeterlidir.

2) Aralik sinirli oldugu i¢in asimptot hesaplanmaz.
3) Eksenler kestigi noktalar.
x=0icin f(0)=1+Cos2.0=1+1=2
x=7 icinf(m) =1+ Cos2n=1+1=2

y=0icin 1 + Cos 2x =0 = Cos 2x =-1 = Cos 2x = Cos (1 + 2kmn)

= 2x =1+ 2km, k=0 i¢in x=%

4 f'(x)=-2Sin2x; f'(x) =0 = -2Sin2x =0 = Sin 2x =0 = Sin 2x = Sin (km)

= 2x = km ise X:lﬂ

T

k; =0 i¢cin x; =0, k, =1 i¢in Xp=5 ky=2 i¢in X3=7




5)

>
[\SRE
a

6)

2.y=-S0X-1  fonksivonunun grafigini ciziniz.

2Sinx+1
Sin x - 1 periyodu = ZT“ =2n =T,
2Sin x + 1 periyodu = 2T“ =2n =T,
1) Fonksiyonun periyodu (T4, Ty)yo = 27
Grafigi [0, 2] arasinda ¢izmek yeterlidir.
2)2Sinx+1=0 = 2Sinx=-1 =
Sinx=-1 = Sin(x+%T)=Sin (T
7 ( 6 ) ( 5 )

C={x|x=7g+2k:n: v x=(n-7g)+2kn,kEz}

k=0 icin
_ In
X_i
"6
- _9p T _ 1l
2T TP 6T 6
xp= L% ve x,= 7% dq diigey asimptot vardir.

6 6

MATEMATIK 6
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3)x=0 i¢in y=-1
y=0 i¢in Sinx-1=0 = Sinx=1 = Sinszin%z X:%dir.
X=T igin y=-1
Xx=27 iciny =-1 dir.
Cosx.(2$inx+1)—2Cosx.(SinX—1)= 3 Cos X

Dy = : 5 : 5
2Sinx+1) 2Sinx+1)

y=0= 3Cosx=0 = Cosx=0 = Cosx=Cos(%+kar)

x =" 4k dir.

k;=0icin x;=", ko=1 icin x, =27
1=V 1¢ 12 2=11¢ 2 )

y1=0, yy=2 dir.

O halde (%,O) ve (3—“,2) noktalarinda maksimum ve minimum vardir.

2
55 x| o0 x n %n i LI
y’ + - - - Q0 + +
y -1 7T 0 \-1\m boo N 2 T Heo w0 ]
max. .

Tablonun Okunmasi : (0,1) noktasindan baslayan fonksiyon (%,O) maksimum
noktasina ugrayarak (m,-1) noktasindan gecer ve X:%T diisey asimptoduna yakla-
sir. Sonra (72 +00) dan baslayan fonksiyon (x=7?“ diisey asimptodun pozitif
yOniinden) (37“, 2) minimum noktasindan gecgerek (116“, +00) dogru yaklasir. Burada
x=11m 16“ diisey asimptotdur. Daha sonra (1 16“ 00) bolgesinden baglayan fonksiyon

x=11—“, diisey asimptodu da negatif yonde teget c¢izerek (2m, -1) noktasindan

gecerek egri cizer.
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ORNEKLER

Tiirev kurallarindan yararlanarak asagidaki ifadelerin tanimli oldugu yerlerde,
tiirevlerini bulunuz.

1-y=x3.&

Coziim : Carpimun tiirevini hatirlayalim ve, y' = (x3) X+ x3.(X)
=3)(2.«/X+Lx3'=—3x2‘/X +ﬁ=—6x3+x3 _ 7

2 1 2VvX 2V 2V
2x) (1)

2-y=(x-Dix

Cozim : y'=(x -1 . )+ dx) x-1

=1.Yx)+ X-1 = Vx o ox-1 _3Vx3+x-1_4x-1

(3Vx2) (1)
Not: Yukarida Vx in tirevinin 31 oldugunu goriniiz.
3%x2
2-1
3- - XZ-1
Y 1+2x

Coziim : Boliimiin tiirevini hatirlayalim ve;
y' (x2-1) . (1+2x) - (1 +2x) (x2-1) _2x) . (1 +2x)-(2) (x2-1)

(1 +2x)> (1 +2x)>
_2X +4x%-2x24+2 _2x2+2x +2
(1 +2x)2 (1 +2x)2

4-fx)=x.1xI ise f'(2)=?

Coziim : Once verilen ifadeyi pargali fonksiyon olarak yapmakta fayda var.

fx.x, x=20 1ise _ f,(X):fZX, x=0

X|X|:\—x(x), x <0 ise |-2x, x<0

£(2)=2.2=4
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5- f: R — R, f(x) = mx3 fonksiyonun x, = 1 noktasindaki tegeti yatayla 60° lik ag1

yaptigina gore m nin degeri nedir?

Coziim : f(x) = mx3 Tegetin egimi,

f'(x) = 3mx2 m, = tan 60° = {3

Xg=1 ise m; =f’(1) = 3m(1)2

V3 =3m
13
3

6-f(x) = % x2 + mx fonksiyonun iizerindeki xg = -3 noktasindaki tegeti OX ekseninin

pozitif yoniiyle 135° lik a¢1 yaptigina goére m = ?

Coziim :f(x) =%x2+ mx m; = Tan 135 = -Tan 45° = -1
m=fx)=x+m =1f(xp)=-3+m
-1=-3+m
m=2

Tan 135 = -Tan 45 nigin esit oluyor. Trigonometri bilgilerinizi gdzden gecirin.

7-f(x) = kx3 + (k-1)x2+k-2(k €R) fonksiyonunun x, = 2 noktasindaki tegeti
4x + 3y =0 dogrusuna dik olduguna gore k = ?

Coziim : f(x) = kx3 + (k-1) x2 + k - 2 tld: didx+3y=0

—-a_-4
M=y =3

diklik sartina gore

f'(x) = 3kx2 + 2(k -1) x
m = 2)=3k @) +2(k-1)2

my =

B

m, =1"(2) =16k - 4
inki mg. m; =-1 1idi.
~ 16k - 4 (Ciinkii mg . my )

1

64

=~ W
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8-y =x2 + 4x - 6 fonksiyonun x, =2 noktasindasi tegetinin denklemi nedir?

Coziim : x; =2

y=x2+4x-6
Yo=22+4(2)-6 y=2x+4
Yo=4+8-6=6 m=2Q2)+4=8

teget denklemi

Y- Yo=m (X-Xp)

oldugundan, yukarida bulunanlar1 yerine yazarsak,

y-6=8(x-2)
y=8x-10
9-y=+x ise y'' =
1
Coziim : y =X
1
=1X,
y > 2
A
y 4 2
m_3.5 3
y =5 X2 =
8 8Vx5

10-y = 22X se y"'=?
1+x
2(1 +x) - 1 (2x)
(1 + x)?
o halde y_2+2X 2X_ 2
1+x?>  (1+x)?
y'=-4(1+x)21'1+x)
y' =-4(1+x)7

Coziim :y' =

=2 (1 +x)?

Yy =+12 (1 +x)* (1 +x)

=+12(1+x)*= 12
(1 +x)?
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11-y=x2.Sinx ise y'=?

Coziim : y'= (x2)” Sin x + x2 (Sin x)~

= 2x Sin x + x2 Cos x

Yukarida ¢arpinun tiirevini nasil uygulandigi ve Sin x in tiirevinin Cos x olduguna dikkat ediniz.

12- y = Sec x ise y' =7?

0-(-Sin x) (1 : .
Cﬁzﬁm:y=SeCX=#= 20 )2()= SIDX2=SIHX 1
Cos x (Cos x) (Cos x)*> Cos x Cos x
=Tan x . Sec x
Sec x in tiirevini almak igin s 1 yazdik. Ayrica boliimiin tiirevini kullanarak sonuca gittik.
0s x

13- y = x3 Cos x

Coziim : y'= (3x2) Cos x + (-Sin x) x3 = x2 (3 Cos x - x Sin x)

14-f(x) = SILX s f' (%) =7

Cozim : f'(x) = ) = % 2
x =2 icin Sin%=1

L Cos™-SinZ
f’(&)zz 2 2=0-1=£
Py Ty
2 4
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% ise d—yz?
dt

15-y=Cotx, x=t

oo dy _dy  dx
Cozim 3=

1
= - Cosec’x . %t 2

2 -3 2

1 1
x.tz=?.x§.Cosecx

=.3 Cosec
2

D Yukarida degisken degistirme metodu kullanilarak tiirev alinnugtir. Ciinkii y, x e bagli, x de t ye baglidir.

16-y =+vu, u= Cos 3x ise j—yi bulalim.
X

dy _dy du_ 1 (.gjp3x)=-3Sin3x

Cozum :—— = .
dx du dx 2vu 2vu
— -3 Sin 3x
2V Cos 3x
:> Yukarida degisken degistirme metodu kullanildi.
17-x . y=(x + y)2 kapal1 fonksiyonu veriliyor j—y =7
X

Coziim : 4 (xy) = 4 (x +y)?
dx dx
(1I.y+xy)=2(x+y) (1 +y)
y+xy =2xX+y)+2x+y).y :>

(x evey ye gore tiirev aliniyor.)

(Dagitma islemine dikkat edin.)

Xy’ -2(x+y) .y =2(x+y)-y (v~ lerin esitligin sol tarafina
y(-x-2y)=2x+y aldik. Ciinkii y” yalmz birakil-
,=2x+y=_2x+y malt.)
-X -2y X + 2y
dy _ 2x+y

dx  x+2y
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18- x2y3-2xy>+ 6 =0 kapali fonksiyonuna gére dy _,
X
Coziim : (2xy° +3x%y2y) -2 (1 . y2+2yy' . x) =0
3 2 ' 2 '
2xy” + 3y x%y' - 2y“-4xy .y’ =0 (xevey ye gire tiirevier ayr
(3}72X2 -4xy)y' = 2y2 - 2xy3 D ayri alindt.)
(v~ lere baglanan ifadeleri esit-

dy _ 2y2 - 2xy3
dx  3y’x2-4xy

ligin sol tarafina alarak yalniz

biraktik.)

2
19- S kapali fonksiyonuna gore dy _ ?
4 3 dx

(Payda esitledik, icler dislar
L. a2 2
Coziim : 3x" + 4y~ =12 :> carpimi yaptik.)

d 3x) + 4 @y?=4d 12
dX(X) Gly(y) dx( )

6x + 8yy' =0
3x +4yy' =0
dy _-3x
dx 4y

20- Y = In (Inx) ise dy _ ?
dx

(lnx)’ _ )1(; 1 :> (In f(x) in tirevi = ff(i);) dir.

Inx  Inx xInx

Coziim : y' =
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21- y = log, (5x%) ise dy _,
dx

dy (5X2), . logoe 10x 2 logoe
ozim : — = = logze =T oL
¢ dx (5x2) 5%2 X

:> Log a f{x) in tiirevi =ff((x) Log® dir.

X)

22- y=eX ise dy _,
dx

Coziim : g—i = (x?) e¥ = 2xe¥

:> e/ in tiirevi f(x) e dir.

23-y= eCosx2 ise dl =9
dx

Coziim : g—i = (Cos x2)’ ¢ Cos x*

. 2
= -2x Sin x2 eCosx

24-y=e X’ jse y' =7

Coziim : y =eln’ = (Inx)’ e’ Not : elnx = x
Inx? — 2
= 2_X € =X

2 —
X2 =2x
X2
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X-y
X -2y

denklemlerini bulunuz.

25- =2 fonksiyonuna iizerindeki (3, 1) noktasindan ¢izilen teget ve normalin

Coziim : xp=3 X —2y =2 Tegetin denklemi
Y Y- Yo=m (x - Xo)
=1 X-y=2x-4
e g g y-1=L(x-3)
3y =X 3
_x _1 3y -x=0
=X =2x
Y73 73
dy _1 Normalin denklemi
dx 3 Y - Yo=MNn (X - X0)
m =1 y-1=3(x-3)

m; . My=-1 oldugundan y=-3x+10

Mn=-3

26- f(x) = -x3 4+ 3x + 1 fonksiyonun artan veya azalan oldugu, araliklar1 belirtiniz; varsa

ekstremum noktalarini bulunuz.

Coziim : f'(x) = -3x2+ 3 X -0 -1 1 +o0
= 3x24+3=0 £(x) ; L0 -
3x2=-3 f(x) glin 1 Artan 3 Azalan
x2=1 min. / max.\
x==x1

f(-1) =-(-1)3+3(-1) + 1
=+l 3+1=-1

f(1) =-(1)3+3(1) + 1
=3
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27-1(x) = 32%’(2 fonksiyonunun artan veya azalan oldugu araliklar: belirtiniz;
X +

varsa ekstremum noktalarint bulunuz.

:> Rasyonel fonksiyonlarda ekstremum noktalarini bulmak icin payday: sifir yapan deger aranir.

Coziim : 3x +2=0

x=-2
3
f(x)=(‘1)(3X+2)‘(3)(2‘X)=-3x-2-6+3x= 8 <0
(3x + 2)? (3x + 2)° (3x + 2)°
fonksiyon daima azalan ¢iinkii,
-2

X 00 3 +o0 " (x) <0 dir.
f'(x) - H -

03w s

28- f(x) = 8x* - 16x2 fonksiyonun i¢ biikeylik yoniinii inceleyiniz, varsa biikiilme
noktalarint bulunuz.

Coziim : y = 8x4 - 16x2 ise y'= 32x3 - 32x

y = 96x2 - 32
y’=0 dan, x| oo \/1? % oo
96x2 -32 = 0 - P S S—
96x2 =32
2=32_1 g
9% 3 D.N. D.N.

x1=-\/gve Xy = %
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1

29-y = fonksiyonun asimptotlarini bulunuz.

Coziim : Paydasi: x-1=0

x =1 diisey asimptot

limy = lim 1 =1=0
y — o x-1 @

y —> foo

Yatay asimtot y =0

30-y = )‘3421 fonksiyonun asimptotlarint bulunuz.
X

- 3
Coziim : Paydasi : x +2=0 ;X;( .|'.+21(2 X +2
- _ .. . _— = 2 _
x = -2 diisey asimptot 2241 x2-2x+4
limy = lim "3%21: +00 +2x% + 4x
" il ki

y—do Y TTE® Ax +1

X3+l 32 ox 441 TAxt 8

X+ 2 X 4+ 2 '7

y=x%2-2x+4 egri asimptot.

Polinom bolmesini hatirlayniz.
3l-y=x+ XL fonksiyonun asimptot denklemini bulunuz.

e . _X2+1
Coziim : y =%

Payda x =0 diisey asimptot

x2 41 x
limy y=o _ x2 X
y—)ioo

0 +1

y = x egik asimptot
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32-y=-x2+6x -5 fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

Cozum : 1) Polinom seklinde fonksiyon oldugundan tanim kiimesi R dir.

2) limy = - (-0)% = -0

y=> -

limy =- (0)%=-0
y—> 4o

3)x=0 icin y=-5
X -00 0 1 3 5 400
4)y=0 i¢in x; =5
=1 y + + + ti) - -
S)y=-2x+6 y oy -5 7 0 a4 Al )
max.
2x+6=0
x=3
6) y
4

33-y =x3 - x2 + 4x fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

Cozim :
1) Tamim kiimesi R

2)limy =- (-)3 = -0
y — -
limy =- (00)3 =00
y =+
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3)x=0 icin y=0 5 x -0 0 +o0

=0 ici 3.x2 = .
y=0 i¢cin x°-x*+4x=0 + 4 + + o+

x(x2-x+4)=0

x=0 x2-x +4 =0 Reel kok yok

4) y’=3x2 - 2x + 4 = 0 ise reel kok yok.

. . _1
=6x-2= =1
y 6) y = 6x Oise x 3
% %
2711 « . oo
0
% X ' + +
y -0 DN.  Hoo
34-y= % fonksiyonun grafigini ¢iziniz.
X +
Coziim
) Paydax+1=0 x=-1
Tanim kiimesi R - {-1}
2)x=-1 i¢in y =0 x =-1 diisey asimptot
3)limy =1 y=1 yatay asimtot.
y — tx 5) y’ - 2 > 0
(x + 1)?
4)x=0 i¢cin y=-1 X S -1 0 1  +4oo
y=0 i¢in x=1 y + & + o+ 4+
y +1 oo -0 -1 0 +1
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35-y= % fonksiyonun grafigini ciziniz.

Cozim :
1)x=1 Tanim kiimesi : R-{1}
2) x =1 diisey asimptot.

3)limy =3 yatay asimtot.
y— +oo

4)y=0 iginx:%

1
8
o
W

-1
(x - 1)

5)y' =

6)

3N\
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36-y = X2-X fonksiyonun grafigini ¢iziniz.
Coziim
) Paydax-2=0 = x=2
Tanmim kiimesi  R- {2}
2) x =2 diisey asimptot.

3) limy =z

y—>ioo
4)

x2-x X-2

- X+ 1
+

% y=x+1 egik asimptot.
-xx2

2

5) x=0 i¢in y=%=0

y=0 icin x=0 ve x=1

6) yr=X2-4X +22 =0 X -0 0 XZ 1 2 Xl +oo
(x-2)
x2-4x +2=0 y+ ¢ ] R
X1=2+V§ |
y '“/0/ Yz\O\""’ |+°°\Y1/+°°
x2=2—ﬁ
y I \:7
fy) |- == ---- - N
I///:
. 1
/, !
// !
b 1
1.7 1
e 1
Ay 1

[\
_><
>

\
\
<
)
—— e o - = = = == -V
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OZET

Tiirevin tanim1 yapilarak bir noktadaki tiirev ifade edildi.
Sagdan ve soldan tiirev tanimlandi.

Tiirev kurallar1 verildi.

Ters, parametrik ifadelerde tiirev ve kapali fonksiyonlarin tiirevleri verildi.
Ardigik tiirevler tanitildi.

Trigonometrik fonksiyonlarin tiirevi tanitildi.

Ters trigonometrik fonksiyonlarin tiirevi tanitildi.
Logaritma ve listel fonksiyonlarin tiirevi tanitildi.
L’Hospital kurali tanitildi.

Tegetin egimi ve normalin denklemi tanitildi.

Hiz, ivme gibi ifadelerin tiirevle iligkisi verildi.

Ozel taniml1 fonksiyonlarn tiirevi tanitildi.
Tiirevlenebilirlik ve siirekli olmasi verildi.

Estremum deger ifadesi tanitildi.

Yerel maksimum ve yerel minimum noktalar1 aciklandi.

Rolle ve ortalama deger teoreminin tanimlar1 yapildi, ne ise yaradig1 orneklerle

gosterildi.

Ikinci tiirevin geometrik anlami verildi.

Ikinci tiirev yardimiyla egrinin konveks ve konkav oldugu araliklar1 bulma verildi.
Maksimum ve minimum problemlerinin tiirev yardimiyla ¢oziilmesi gosterildi.
Fonksiyonlarda asimptot bulma gosterildi.

Grafik cizimleri gosterildi.




MATEMATIK 6

DEGERLENDIRME TESTI (1)

1) f(x) =1x3 - 81-x2 olduguna gore f’(-1)’in esiti asagidakilerden hangisidir?

A) -8 B) -4 C)2 D)4

2) f(x) = In (x2 -2x + 7) fonksiyonun tiirevi asagidakilerden hangisidir?

A 2X-2 B) X-2
x2-2x+7 x2-2x+7
2.9
C)2x -2 D) Xf-2X
) 2x )0 2 - 2%)

3) f(x) = Cos x fonksiyonu ve [0, %] aralig1 veriliyor.

f () - £(0)
f'(u) = T sartin1 saglayan u sayis1 asagidakilerden hangisidir?
2
A) Arc Sin 1t B) Arc Cos 2
C) Arc Sin 2 D) Arc Sec 2
4) x=t>+3t Cdy . .
3 olursa t=11icin —= nin degeri asagidakilerden hangisidir?
y=t>-3t] dx2
Al B) L o L D) L
)6 ) 5 ) , ) 3
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2-ax-8
5) y = X°-ax
VY=
dogrusunu egik asimtot kabul etmesi i¢in a nin degeri asagidakilerden hangisi olmalidir?

fonksiyonun gosterdigi egrinin y eksinini 8 de kesmesi ve y=x-1

A)O B)1 2 D)3

6)y = ;‘Xi"'z egrisinin yatay ve diisey asimptotlarinin kesim noktasi (-2, 3)
X+ ¢

olduguna gore % nin degeri asagidakilerden hangisidir?

A%, B) 2 03 D) 4

7)y =2 ve x =3 dogrularin1 asimptot kabul eden ve y eksenini -2 noktasinda kesen

egrinin denklemi asagidakilerden hangisidir?

A)y=2x+3 B)y=2X+6
)y X+5 )Y X+3
_2x+6 - x-3
©y x-3 D)y X+6

8) y=x3+bx2+cx-1 fonksiyonunda apsisi x = 1 olan nokta doniim noktasidir.
Fonksiyonun bu noktadaki tegetinin egimi (+1) olduguna gore c’nin degeri asagidaki-
lerden hangisidir?

Al B)2 C)3 D) 4

9) f(x) =mx2 + (m + 1)x + m - 1 fonksiyonun x = % de bir minimumu olduguna gore

m kagtir?

A)l B)2 O3 D)4




MATEMATIK 6
DEGERLENDIRME TESTININ COZUMLERI (1)
1) x=-1de |x3-8|= -x3+8

f(x)=-x3+8-x2
f(x) = - 3x% 40 - 2x
f (x)=-6x-2
f(-1)=-6.(-1) -2

=+6-2

=4
Dogru cevap D

f’ - 2x -2
2™ x2-2x+7

Dogru cevap A

3)f'(x) =- Sin x

Cos ™ - Cos 0

f'(u) =-Sinu= T =O'1=-%$-Sinu=%=>8inu=%

T
2 2

u = Arcsin (%) bulunur.

Dogru cevap C

dy
e 2 2
4)d7}’:d7t:3t _3:t _IZZ olsun.

dx dx 3t2+3 t2+1
dt

dz
& gy _ar 202+ D -2’1 gy

dx?  dx  dx 362+ 1) 32+ 1)°
dt

2

t=1 i¢in d—yznindegeri 42'1 3= 43:i:l

dx 3t2+1)° 3.28 24 6

Dogru cevap A
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5) x=0 icin y =8 olmalidir. Buradan b= 1 bulunur.
y = x-1 dogrusunu egik asimptot kabul etmesi i¢in

(x-1) + K —x=ax-8
x-1 x-1

x2-2x+1+k _ x2-ax-8
x-1 x-1
x2-2x+1+k=x2-ax-8 ise a=2 olmaldir.

Dogru cevap C

6) y=lim 2+2 =2  yaqay asimptot.
y— +oo bX +C b
x=-< diisey asimptottur.

Dogru cevap A

7 y= % dir.

x-3=0 ise x=3

lim 2X+6:2

X — o0 X-

x =0 icin

y=2.0+6=Q
0-3 -3

=-2

Dogru cevap C

8)y =3x’+2bx+c=m

y'=6x+2b=0 = x=-20=.b = 1=.b - p=3
6 3 3

m=3.1242.b.1>+c=3+2b+c

1=3+2.(-3)+c = c=4 bulunur.
Dogru cevap D
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9) f'(x) =2mx + (m+ 1) =0 = x=-m2—+1 . -% —_m+1

m 2m
f"(x)=2m >0 olmaldir. 6m =4m + 4
f”(—%)=2.2=4>0 dur. 2m=4 = m=2

Dogru cevap B
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