’L!ﬂ 2. UNITE
KARMASIK SAYILAR

2-1 KARMASIK SAYILAR KUMESINDE ISLEMLER

Aragtirmalar
Balimiin Ozeti
Degerlendirme Soralan

2-2 KARMASIK SAYILARIN KUTUPSAL KOORDINATLARI

Aragtirmalar
Biliimiin Ozeti
Degerlendirme Sorulan

=B ONITENIN HEDEFLERI =

Bu {initeyi bitirdiginizde asagidaki hedeflere ulagabileccksiniz:

Karmasik sayvilan kavrayabilecek,

Karmasik sayilarla uygulama vapabilecek,

Earmasik sayilann geometrik gosterimini kavrayabilecek,

Karmasik sayilann geometrik gosterimi ile ilgili uygulama yvapabilecek,
Earmasik sayilan kutupsal koordinatlarla kavrayabilecek,

Karmasik sayilarda kutupsal koordinatlarla uygulama yapabileccksiniz.

2 YUKARIDAKI HEDEFLERI KAZANMAK ICIN NE YAPMALIYIZ? &

Ushii gokluklarla ilgili bilgilerinizi pekigtiriniz.

Trigonometri konusunu tekrarayimez.

Denklemlerle ilgili temel islemleri tekrarlaymmz.

Konu iginde verilen dmekleri ¢ozerck cahsimez.

Konu iginde sorulan ahstirma ve problemleri yamtlayime.

K.oomu sonunda verilen arastirma ve degerlendirme sorulanm vamitlayimz.
Kaynak kismanda ver alan kataplardan vararlanarak bol soru ¢oziiniiz.
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BOLUM 2-1

-‘ KARMASIK SAYTLAR KUMESINDE ISLEMLER

KARMASIK SAYININ TANIMI

IKi KARMASIK SAYININ ESITLIGE

EARMASIK SAYILARIN GEOMETRIK GOSTERIMI

BIR KEARMASIK SAYININ ESLENIGI

BIR EARMASIK SAYININ MUTLAK DEGERT (MODULD)
KARMASIK SAYILAR KUMESINDE ISLEMLER

i SA¥ISININ KUVVETLERI

KARMASIK  SAYILARIN TOPLAMININ, CARPIMININ VE
BOLOMOUNON ESLENIGE

KARMASIK SAYILARIN MUTLAK DEGERI (MoDULD) I[LE
IGiLl OZELIKLER

KEARMASIKE DUZLEMDE Kl KARMASIK SA¥YT ARASINDAKI
UZAKLIK

* & 29090

* KARMASIK SAYININ TANIMT

ax’ +br+c=0 denkleminin diskriminant, A=5" —dac<0 ise
denklemin reel say1 olan kiklerinin olmadigim biliyoruz. Bu béliimde
reel kikleri olmayan denklemlerin de g¢iziimlerinin yapilabildig yeni
bir say1 kiimesini inceleyecegiz.

Asafdaki tabloda baz1 denklemlerin, dogal sayilar (W), tam sayilar(Z),
rasyonel sayilar () ve reel saylar (R) kimesindeki goziimlerini
inceleyelim:

Denklem | Sayi Kiimesinin fsmi | Say1 Kimesindeki Coziim Kiimesi
r—5=0 N {5}
x+5=0 N ¢ (-5&N)
x+5=0 Z -5}
Ix+5=0 Z b {_TSEE}
Ix+5=0 Q =5

5
x'-2=0 Q 6 (V22Q -V2¢Q)
x'-2=0 R Jr-*ﬁnﬁj
x'+1=0 N, Z QR b

Tabloda gonildigi iizere tammlanan say1 kiimesine gore clde edilen
goziim ktimeleri farkhlik gostercbilmektedir.
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Z tam sayilar kiimesi, N dofal sayilar kiimesinin, negatif tam sayilarla
gengletilmesiyvle olusturulmusgtur,

Q) rasvonel sayvilar kitmesi, 7 tam savilar kilmesinin, kesir savilarla
genigletilmesiyle olusturulmusgtur,

B reel sayilar kitmesi, Q@ rasyvonel sawilar kimesimin irrasyonel
sayilarla gemgletilmesiyvle olusturulmusgtur,

Sonug olarak,
NoZcoc Qo R dir.

ax’ +bx+c=0 denkleminin diskriminant, A =5 ~4ac<0 ise,
denklemin reel say1 olan kdklerinin olmadigim biliyoruz.

Omegin  x* +3=0 denkleminin R kiimesindeki  goizim
kiimesini bulmaya galigalim:

YreR igin x* =0 oldufundan,
Wx e R igin, x* +3>0dir,

Buna gire, x° +3=0 denklemini saglayan bir x reel sayisi yoktur.
Baska bir deyigle, karesi -3 olan bir reel say1 yokiur.

x* +3=0 denkleminin R kiimesindeki géziim kiimesi, C=¢ dir. Bu
béliimde R reel sayilar kiimesini genigleterek, yeni bir say1 kilmesi elde
edecefiz. Bu yeni say1 kiimesinde, x* + 3 =0 gibi denklemleri salayan
sayilar da bulunacaktir, Bu veni say1 kiimesi karmasik sayilar kiimesi
olarak isimlendirilmektedir,

Karmagik Sayilar Kiimesi
abe R ve i=+—1 yada i* = —1 olmak iizere,
z=a+hi

bigiminde tammlanan z sayisina karmasik (kompleks) sayi, bu
sayilardan olusan

C=%:z =g+ bi, a,beﬂwaﬁﬂf—_l}

kiimesine de karmasik sayilar kiimesi denir denir ve C ile gdsterilir.
(Not: i =+—1 = i* =—1 dir.)
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ORNEK 1 =

ORNEK 2 =

COZUM =

zeCise, z=a+hi veabe R, i=+-1 dir

z=a+bi karmapk sayisinda a ya karmasik sayinm reel (gergek)
kismi, b ye ise sanal (imajiner) kismi, i ye sanal say1 birimi denir ve

z=a+hi=Re(z)=a, Im(z)=b dir.
z =g+ bi karmagik sayis1, z = Re(z)+ Im{z) i bigimindedir.
Asafdakileni inceleyelim:

(A) z, =3-6i = Re(z,)=3, Im(z)=—6 du.
(B) z, =-2+43i = Re(z,)=-2, Im(z,)=+/3 tiir.
(C) z, =84+ 0i = Re(z,) =8, Jm(z,)=0 dir,
(Mot: Bu z sayis1, z=8 seklinde de gosterilebilir.)

Giriildigi gibi her reel sayi, sanal kismm sifir olan bir karmasik sayidir.
Bu nedenle, Nc Z—QcRcC dir.

-\

(D) =, =ﬂ—%:’::- R.e{:‘}=ﬂ,."ml[z,]=T tir.

(Not: Bu z savis1 z, = -5

i geklinde de gosterilebilir.)
Reel kismu (0 olan z=bi bigimindeki sayilara “sanal sayilar” denir.

2x* +x+1=0 denkleminin karmasik sayilar kiimesindeki ¢oziim

Verilen denklemde a=2, b=1, ve c=1 dir.

A=b*-4.g-c=1°-4.2.1=-7=T7.i* (i’ =-1)

2T 22 4

O halde verilen denklemin giziim kiimesi,

c={—1+ﬁi’ -1—ﬁ1} i

4 4
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ALISTIRMA 1 =

ORNEK 3 =

COzZUM =

ORNEK 4 =

COzZUM =

5x° =4x+3=0 denkleminin karmasik sayilar kilmesindeki ¢hziim
kiimesini bulunuz.

® IKi KARMASIK SAYININ ESITLIGE
z, =a, +bi ve z, = a, +b,i karmasik sayilan igin,
5 =z,&a =4, ve b =h, dir.

Baska bir deyisle, iki karmasik sayv1 esitse reel ksimlar wve sanal
kasimlar birbirine esittir. Karsiti da dogrudur.

2, =(x=2)-4, z, =6+ (y+10)}i ve z =z, olduguna gire, x ve y
degerleri nedir?

z, =(x—-2)—4i=>Re(z,)=x-2, v fm{z,'_l:—d-
z, =6+ (y+10)i= Re(z,) = 6, ve Im(z,)=y+10
z, =z, = Re(z;) =Re(z,;) ve fm{z,}=fm{z;}
O halde,

x—-2=6=x=06+2=x=8

—d=p+10 = y=-4-10 = y=-14

z, =(x-5)+12, 2, ={-x+3)+(2y-60 ve =z =z, Iise
zy = x + yi karmagnk sayisimin reel ve sanal kisimlanm yazsinz,

z, = (x—5)+12i = Re(z,) = x5, ve Im{z,)=12

z, =(—x+3+(2y - 6)i = Re(z,) = —x+3, ve fm(z,)=2y-6
z, = z, = Re(z,) = Re(z,) ve Im(z,) = Im(z,) dir.

O halde,

x—Sf=-x+3=x+x=3+5=2x=8=x=4 tir.
12=2y-6=2y=12+6=2y=18= y=9 dur.

Zy=x4yi= z, =449
Re(z,)=4 ve fm{za)=9 dur.
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® KARMASIK SAYILARIN GEOMETRIK GOSTERIMI
z=a+bi karmagik sayisinda, Re(z)=a, Fm(z)=5 oldugundan,
{Re(z), Im(z)) = (a,b) ikilisidir.

Ya ) Buna gire, C karmasik sayilar
Bl e kimesinin clemanlan ile analitik
Alab) diizlemin noktalar arasinda,
b I Z=athi
z=a+bi+» Ala b
. L2 bire bir esleme yapilabilir, Baska bir

devisle, analitik diizlemin her noktasina
bir karmasik savi eslenir,
z, =2+ 4 karmasik sayisi, (2, 4) noktasina eslenir,

Bu eglemede, karmasik sayilann reel kisimlannm bulundugu x
eksenine reel cksen; sanal kistmlarninn bulundugu y eksenine sanal
eksen denir.

Her noktasina bir karmasik sayimin eslendigi diizleme, karmasik
diizlem denir. Baska bir deyisle, iki boyutlu analitik dizlemdeki x
ekseninin reel eksen, v ekseninin sanal eksen alinmasiyla olusturulan
diizleme karmasik diizlem denir. z =a+5hi karmasik sayisinin

karmagik dilzlemdeki ghrilntlisl Afa,b) noktasidir,

ORNEK 5=  Asafidaki karmasik sayilann eslendigi noktalan belirtiniz.

z,=3-2i, z,=2+5i, z!_=—1+5:', :,1=—'E'r—EE., z, =4 ve
2 7 7 s
S
. -ﬁ E
COZUM =
2, =3-2i & A(3-2)
i
¥
i z, =2+5i > B(2,5)
NP | -
E 0 R g z, - Lisiacl, 6
" 2 2
T vl ; S -5
|II=II -|||i‘:l-‘:d.-|-l:.'I - zi=_ﬁ_5 H!}{._ﬁ‘T}I
J-é-&-é-z.l.i:'iii;ﬁu ¥ 4+0i & E(4, 0)
i e T ] 2. =4+ :
R T gea reddom '
Tl =l _;-:d.b_i,: g
=] 1 9 -
ke B I, = G—E! 3 FI:_'D,T':I
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ORNEK 6 =
C{ﬁEﬂM -
ORNEK 7 =

CoziM =

ORNEK B =

{

COZUM =

® BiR KARMASIK SAYININ ESLENIGI

Bir Karmasik Savinin Eslenigi
z=a+hi karmasik savisi igin z=8-bi sayvisina z nin eglenigi
denir ve =z ile gisterilir.

5, =14+ 2i karmagik sayisimin eslenigam bulunuz.

z, =1+2i ise Z, =1-2i dir.

z =1-2f karmasik sayisimn eslenigini bulunuiz

z=1-2ise Z=1+2i dir.

Mot: z, =a+bi ve z; =a—bi karmagik sayilan birbirinin eslenigidir.

z];%-p-.h'_ z:_-ﬁ-ﬁ:', I, ==3i, ve z,=2 sayvilannin

esleniklenni yazimiz.
3 T Z
z,=—+4i =%, =——4
o f

2, =3 —6i = F, = —/3 +6i
Ly==N=r,a)=-5I% =+li=miy=l
Zqa=2=24+0i=2,=2-i=%,=2

z=a+hi ve T=a-h kammamk sayilanm karmmasik diizlemde
gosterehm.

L
Sanal exen
Karmasik diizlem incelendiginde
b fomnmm-mns zathi
! z=a+hi,Z=a-bi
|—_i o X karmasik sayilar, karmagik
0 L] reel ﬁgn-' diizlemde reel eksene (x eksenine)
i gire birbirinin simetrifidir.
T e 4 F=a-bi
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ORNEK % = (A) z, =3-2, 2o = 44 3, karmagik sayilarnin eslenigini bulunuz ve
bunlan karmasik dizlemde gdsteriniz.
(B) z,=-2+5i, z,=-3-ikamasik sayvilanmn-z; ve -—z4i
karmagik diizlemde giisteriniz.
COZUM =
H=3li= =3+ '3"1 Tmdsli=s Fimdedi d-"' .
; sanal eksen o T
7,=3+30 :
3 S BaREEELE 2 == '
; .I i} | Im:]r,'u:n b II A imldmﬂ
JI L] 0 UL L - 1 1 0 T T -
43214 1284 * 4124 1238 K
S8 Sep—. 2. i
uy 7=3-2i P e =
; E-:-E-:h
o T 41
Giiriildiigii gihi karmank say # ve kendi eslenig@i 7 reel cksene giine simetriktir
=l TSy i
= _ o e geenfient cannl eksen ¥ e
I]_'-I+5|: Al == i ﬂ}l_i_ il s
id g
2 2
o
e TR LR |
I | reeleksen N : oy | reeleksen
: L L L T L | T 1 "
4332 4+ 13 34 x geor - = N O B X
2t | =3 2
+f 1 3l
44 41
e, % IR .
Z=L=31
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ORNEK 10 =

COZOM =

Teorem: Bir karmasik sayinin esleniginin eslemigi, bu karmasik sayiva
esittir,

@)=z

Ispat: z=a+hi = T=a-hi

::-ﬁfﬂ-hf=ﬂ+hl':2’ﬂllll'.

AR jiis 4 K
z karmasik sayisimin esleniginin eslenigi () = S—E: olduguna gore z

karmasik sayisim bulunue,

E:S—ir' ::-:T":]-I-i'l — z:]—if dir.
5 5 5

* BIR KARMASIK SAYININ MUTLAK DEGERI (MODULL)

) T By, z=g+hi karmasik savisy,  vandaki
karmasik dilzlemde ghsterilmigtir, Pisagor
b beoe 2B eoreminden  yararlanarak  OHA  dik
-] E Z=athl  jjepeninde,
r 1 2 2
13 oA =|oH| +|4H|
D * + 3
el |{M|1 =a’+b* ::-ilflal| =+a” +b" bulunur,

z =g+ bi karmasik sayisinn mutlak defen 11,
|:| —|n + bfl_'u'ﬂ! +b ve |GA| =va’ +b" oldugundan
|z| =|n' +bil=va' + b’ =|G.-I| dur.

Sonug olarak, kammasik diizlemde, bir karmasik sayviya karmihik gelen
noktanin, baslangig noktasma olan uzakhgma bu saymm mutlak
degeri (modiili) denir,

l4=va® +6°
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Bir Karmagik Savimn Mutlak Degert (Modiili)

z=g+hi ise ya' +b° ifadesine, z karmasik savisimin mutlak
degeri ya da modiilih denir ve |£| ile gistenhir,

E:| =+a’ +h* dir

ORNEK 11 == :=2—%r’ karmasik sayisimn mutlak degerini {modiilind) bularak
karmagik dizlemde gdstenniz.

!;'ijEﬂM = z=2--%| = a=21h=%

_

2
|z|=-u'.:1:' +b = |;*|=Jl1 +(%)

‘&
49
T,l"z -____ B 1+11' 4
3 4 ; :
2 A |4
I | 1 4
W R (4
— j Ll
¢ 12 3 4 X -
||15 49 65 1
= —+—=_|—=—4/65 dir.
4+4 4 Z-J i

ORMEK 12=  z=24+5  karmagpk savisimn kendisinin  ve eslenifiinin  mutlak
degerlerini bulunuz ve karmasik diizlemde gasteriniz.

COZUM = z=2+5 karmasik sayisinin mutlak degen,

¥y |z|=‘|i|'f'+j2 (|| =la + b = v + 47 )

s - 245
tzl :, =+/§ 4+ 25 =1"E dur,
i O halde,
[ -
0 L'! 2 - z=2+5i karmasik sayisimin mutlak dederi
Iz E |z| =429 dur,
sh...N
=24
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r=2+5 karmasik savisiun eslemigl 2 =2-5
i—(z=a+bi = T=a=bi}

z=2-5i karmasik sayisiun mutlak deferi,

[ =y2° +(~5)° o =|a+bi| = ¥a' +5 )
=J4+25 =429 dur.

O halde, 7 =2 -35i karmagik sayisimn mutlak degeri [z =4/29 dur.
Sonug olarak, |z ve [7] degerlerini kargilagtrdifumuz zaman || =|7] dir.
ALISTIRMA 2= 2z =8B+6i, z, =8+bhi ve |z1|=|il| olduguna gdre b vi hesaplavimz.

& KARMASIK SAYILAR KOMESINDE DORT ISLEM

Toplama islemi

Karmagik sayilar toplamirken reel ve sanal kisimlar kendi aralannda
toplamr.

[ki Karmasik Sayinm Toplam
z, =a+hi ve z, = c+di karmasik sayilanmn toplam
Z, + 2y = (@ + i) +{c+ di)

“(a+c)+(b+d)i dir.

Asafidaki grafikie, z, =a+bi, z, = ¢ +di karmasik sayilannn,
karmasik divzlemdeki gorintileri A, B noktalandir,

y :ﬁul:b:n
b i e e OACHE Pﬂmll:]kcﬂﬁﬂﬂ]ﬂ C kﬁﬁ-ﬂﬁi.
E Z,+ 2, toplammn, karmasik
PR = : dilzlemde esglendii noktadir. OKB,
[ P ALC dik dggenlerinin eslifinden;
; _ i z,+2, karmasik sayisiun  reel
A "'*:""I:;EE'.;;-G"E!;_ kismmin a+¢, sanal kismumn btd
4 4 . Olduguna dikkat ediniz.
e e R Laert s 2, + 2, = (a+e) + (b+d)i dir.



ORNEK 13 = z;=2-8 ve z, =4+ 60 karmagik sayvilanimin toplamim bulunuz ve
geometrik yorumunu yapiniz,

COZOM =
5+, (2-8iy{—4+6i )
¥ sl elien
ORI ~(2-AYH{—B+6)i
R + = —2-2] dir.
iy — \© i Speem x4+ 2 toplam, QACB paralelkenanmn
= E' Yl " C kisesine eslenen karmasik sayidir,
gtz -2 - : .LI-E__ :
L & £ 2= 227 dir.
T\
-t- -:I : *
&y = 2B

ALISTIRMA S = z =1+3 ve z, =2-5i karmagik sayilanmn toplamm bulunuz ve
geometrik yorumunu yapiniz.

Karmagik Savifarda Toplama Isleminin Ozelikleri

Bu bdélimde karmasik sayilar kiimesinin toplama islemi (+) ile
degismeli grup olusturabilmesi igin gereken kapalihk, degisme dzeligi,
birlesme dzeligi, etkisiz (binm eleman) ve ters eleman Gzeliklerine
sahip oldufunu ara adimlan atlayarak gosterecegiz. Sizler bu ara
adimlan tamamlayimz ve her bir dzelik igin birer dmek veriniz.

Simdi sirasiyla dzelikleri gbsterelim.

L. Kapalilik

z, =a+bi, z, =c+di karmagsik sayilan igin,

=, +=,={a+c)+(e+d)i toplam da karmagik saydir.

¥ z.2; €C igin 2, + 2, e C dir.

Karmasik sayilar kiimesi. toplama islemine gore kapalidr.
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2. Degigme Ozeligi

z, =a+bi, z; = ¢ +di karmasik sayilan igin,

g, +z,=(a+bi)+{c+di)y=(c+di)+{a+b)=z, + 2,
¥z,2z,eC win z) +2,=z, + z, dir.

C kiimesinde, toplama isleminin defisme dzelligi vardur.

3. Birlegme Ozeligi
z, =a+bi, z, =c+di, z; =e+ fi karmagk say1lan igin,
(z "'313"'33:[': ﬂ+bn‘}+{.—:+da"_|]+ (e+ /1)
=(a+bi)+[(c+di)+(e+ fi)]
=z, +(z; +2,)
¥z, 2y, 2yeC igin (z +2,) +2,=2, +(2; +2;) oldufundan, C
karmasik sayilar kiimesinde, toplama igleminin birlesme Gzeligi vardir.
4. Etkisiz (Birim} Eleman
0=0+0i¢ wve e O dir,
Her z = atbi karmasik say1s1 igin,
z+ 0=(athi )H{H0i = athi=z,
0+ z=(H0i)y+atbi)Fatbi=z dir.

0 sayisi, karmagik sayilann toplama igleminde etkisiz (birim)
elemandr,

3. Ters Eleman
z, =a+hi, z, = —a— bl karmagik sayilan igin,
(z; +25)= (@ +bi)+(—a - bi) = )i =0 dir,
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Toplama igleminin defigme deehi@ oldufundan, z, + z,=z, + z,=0 dir.

z,=a+bi, z,=—a—-bi kamasik sayilan, toplama islemine gore
birbirinin tersidir.

z, =a+bi karmank sayisimn toplama iglemine ghre tersi, —z ile
gostenilir, z=a+bi i8¢, ~z=—ag-bi dir. z+(-2) =0 dir.

Toplama igleminin inceledifimiz Gzeliklerini Gzetleyelim:

1. C karmasik sayilar kiimesi, toplama iglemine gére kapahdar.

2. Toplama isleminin defisme dzelifi vardir.

3. Toplama isleminin birlesme Gzelifi vardar.

4. 0=0+H0{ sayisi, toplama islemi i¢in etkisiz (birim) elemandar.

3, Her karmasik sayinin toplama islemine gire tersi vardr,

Sonug olarak, karmasik savilar kitmesi yukanda vamh dzeliklere sahip
oldugu igin toplama (+) islemi ile defismeli grup olusturur,

(C, +) sistemi de@ismeli gruptur.

Cikarma lIslemi

Karmasik sayilar gikanlirken reel ve sanal kisimlar kendi aralannda
gakarlr,

iki Karmagik Sayinin Farks
z, =a+bi ve z, = ¢ +di karmasik sayilanmn fark,
=5y =z +(~z; ) ={a+bi) +(-c—di)

={a—c)+(b-d)i dir
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Yandaki sekli inceleyelim. -z,
nin gorintiisi olan & noktas,
neeh z, mm gorintisd olan B
A r=ark noktasinin, O noktasina gore

L 3

simetrigidir. AOB'C
paralelkenarmin @ € kisesi
— - z;—=z, farkmm  kammagik

dilzlemdeki goriintiisiidiir.

~#y= ol

B'EQ), CDA dik figgenlerinin eslifinden z, —z, karmasik sayisinin

reel kisminin a-¢, sanal kisminin b-d oldufuna dikkat ediniz.

ORNEK 14 2z =2+3 ve z,=1+5 dir. z, -z, farkim karmasik dilzlemde
ghstenniz ve geometrik yorumunu yapiniz.

z, — 7, farkm ki gekilde bulalm:

COZOM =
v A
3= 14351
5_
= 2+3i z, =243,z =1+5i,
1A
E -z, ==1-5i ve z -z, farkh karmagik
: dilzlemde gisterilmigtir.
— —— 5 ,
S | 2 x z,—-z, farki AOB'C paralelkenariun C
I - 4
i 2y-za= 1-2i koscsine eslenen karmasik sayvadir,
1

-Zy= =1-5i

I.Yol:
Z,—2,= ) +{—2;) = (2430 +(-1-5i)

- (2 -T)+{3 - 5)i
=1-2{ dir.
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II. Yol:
z =z, = (243)- (14 5)

=(2+3{)+(-1-5)
=(2-1)+(3-5)
=1-2i dir.

ALISTIRMA 4= 2, =—4+6f ve z, =-3+2 dir. z, -z, farkim karmasik diizlemde
gisteriniz ve geometrik yorumunu yapimez.

Carpma iglemi

Tki Karmagik Saymin Carpimu
z, =a+bi ve z, = c+dikarmagik say1larmin garpimm,

2, z,={a+5bi) (e +di)
z -5y=(a-c=b-d)+{a-d+b-c)i dir.

z,2; €C igin 2z, -z, € C dir.

Karmagik sayilarda carpma islemi, i° = =1 oldugu giz dnime alinarak
reel sayilardakine benzer sekilde vaplur.

z, =a+bi ve z; = c+di olsun.
z, -z, =(a+bi)-(c+di)

=g-c+a-di+hi-c+bi-di
—a-c+a-d-i+bh-c-it+h.-d-i’

=g-¢c+a-d-i+b-c-i-b-d

=(a-c—b-d)+(a-d+b-c)i
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ORNEK 15 =

COZUM =
ORNEK 16 =
COZOM =

ALISTIRMA 5 =

ORNEK 17 =

COZUM =

ORNEK 18 =

COZOM =

2z, =6+ 2i ve z, =3+ 4 sayilannin garpimm bulunuz.
(64+20)- (34 4)=6-3+6-H+2 3424

=18+ 24 + 6 + 8° i’

_|::|
= (18 —8) + 30i

=10+ 304
2z, =245 ve z, =3—6i sayilannin garpimm bulunuz.
2, - z,~(ac —bd) + (ad +be)i
zZ;=2+3i=a=2 b=35
Z,=3-6i=c=3 d=-6
(2+50)-(3-6i)=[2-3-5-(-6)]+[2-(-6)+5-3]i

= (64+30)+ (=12 +15)

= 36+3
z, =2-8 ve z, :—3+%|‘ karmagik sayilarinin garpimim bulunws,
z =a+bi karmasik sayisi verilsin, z-Z garpimm hesaplayimz,
z-Z=(a+bi)- (a-bi)=a® —abi +abi -b? -i* =a® -b* . (-1)

=a” +b” olur.

z=a+bi karmagik sayisiigin z-z=|z| oldugunu gosteriniz.
l2[=|a +bi = a +b* (mutlak deger tanim)

= o

2 =’ +b7 )’

2 .
|z| =al+b? dir.
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z-Z=(a+bi)- (a-bi)=a’ +b" dir.
O halde, |z|'=z-Z dir.

Karmagik Sayilarda Carpma [gleminin Ozelilderi
Bu béliimde, sifirdan farkli karmagik sayilar kilmesinin carpma (-)
islemi ile deg@ismeli grup olusturabilmesi igin gercken kapalilik,
degisme Ozelifi, birlesme oOzelifi, etldsiz (birim) ecleman we 0
sayisindan farkh her karmasik sayimin garpma islemine gore ters
clemam dzeliklerine sahip oldugunu ara adimlan  atlayvarak
gosterecegiz. Sizler, bu ara adimlan tamamlayimz ve her bir ézelik igin
birer drmek veriniz.
I, Kapahiik
z, =a+bi ve z, =c+di karmagik sayilan igin,
2, -z, =(ac —bd) + (ad + be)i garpimu da bir karmagik sayidar.
¥z, z,el igin, z, -2, e C dir.
Karmasik sayilar kiimesi ¢arpma islemine gore kapaldir.
2. Degisme Ozeligi
Zy =a+ ve z, = ¢+ di karmagik sayilan igin,
z, -z, =(a+bi)- (c+di)y=(c+di)- (a+bi})=2z, -z, dir.
¥z,z,el igin, 2 -z,=z, -2 dir
Carpma isleminin de@isme dzelig vardr,
3. Birleyme Ozeligi
zy=a+bi, z, =¢+di, z, =e+ fi karmagik sayilan igin,
(z,-2,) -2y = 2,-(25 - 24)
¥z, 29, 2y C igin, {z,-2,)-2, = 2, - (2, - 2,) tir.

Carpma isleminin birlesme deelifn vardir,
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4. Etkisiz (Birim) Eleman
1=1+0¢ oldufundan, 1 e Cdir,

Her z = a + bi karmagik sayisi igin,

2 l=(a+bi)-(1+0)=(a-0)+(0+b)i =a+bi =1z dir.
(“arpma isleminin degisme dzehif oldugundan,
Yzel ign, z-1=1-z =z dir.

| sayisi, garpma iglemi igin birim (etkisiz) elemandir,

3. Ters Eleman
zeC ve z=a+bi karmagik sayisiigin z-z7' =1 ve z7' -z =1 ise,
.

Ca+hi
islemine gbre tersidir,

karmasik savisi, z=ag+bhi karmasik sayisinin, garpma

z# 0 olmak iizere, z=a+Mh karmasik sayisimin carpma iglemine
gore tersi,

:-I. _ 1 _ a—h 1 i1 —h
a+hi g +4°
(@ —bi)

(arpma igleminin inceledifimiz dzeliklerini Gzetleyelim:

C karmagik sayilar kiimesi, carpma iglemine gire kapahdir,
Carpma igleminin degisme Hzeligi vardir,

Carpma igleminin birlesme Gzelifi vardir.

1404 =1 sayis:, carpma islemi igin etkisiz (birim) elemandir.

0 sayrisindan farkh her karmagik sayimn ¢arpma islemine gire
tersi vardr.

Bl b

Buna gire, 0 dan farkh karmagik sayilann kiimesi, carpma () 15lemi ile
degismeli grup olusturur.

(C— {0}, .} sistemi, defismeli gruptur,
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Carpma Isleminin Toplama Islemi Uzerine Dagilma Ozeligi
zy=a+bi, z, =c+di, 7, = e+ fi karmagik sayilar oldufuna gore,
z, (2, +2,) = (a+bi)-[(c + diV + (e+ )]
=(a-+bi)-(c+di)+(a+bi)-(e+ fi)
=z, -2, +2, -2, olr.
Buna gbre, carpma igleminin, toplama iglemi fizering soldan dagilma
Gzelifi vardir.
(z,+2,)2,=2,-2,+2,-2,

Buna gire, carpma igleminin toplama iglemi zenne safdan dagilma
deelifi vardir,

Yukanda yapilanlara gire,
5y (s ta)=z2 2,421,
(z;+z,) 2, =2, -2, +2,- 2,

oldufundan, garpma isleminin toplama iglemi fizerine dafilma Bzelifi

vardir.

SONUC:

1. {C, +) sistemi, defismeli gruptur.

2. (C-{0}, - ) sistemi, degismeli gruptur.

3. C karmasik sayilar kiimesinde, carpma isleminin toplama iglemi
izerine daglma dzeligi vardir,

Bu g dzclik, karmasik sayilar kiimesinin toplama ve garpma islemleri
ile cisim olugturdugunu gosterir,

(C, +, . ) sistemi, cisimdir.
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ORNEK 19 =

COzZUM =

ORNEK 20 ==

COZUM =

i Sayusinim Kuvvetleri

=ity i=(=-1)i=—

it ="y =(-1)" =1

ne N olmak tizere (i*)" =(1)" =" =1 dir, —((a™)F =a™F)
Buradan,
I"'r”j=i4-'l-=1'f=i- {_{:nm'P=nm.nF}

P ot - =1
clde edilir.

Sonug olarak, § nin herhangi bir kuvveti bulunurken, kuvvetin 4 ile
bdlimiindeki kalan i min kuvvetine vazhr.

A0 G B ye i defierlerind hesaplayiniz,

P00 — (M =1 (2000: 4 - kalan=0)

B =i (M. =1i=i (25:4— kalan=1)

P = ML S (- == (1234 - kalan=3)

i =0 Y =1 (-)==1 (14:4 > kalan=2)
P(x)=-2x"" 4+ 7x® - 3x" + 6x™ ise P polinomunun { deki degeri
nedir?

P(x)=-2x"" 4+ Tx™ =35 4 6x™, P(i)="

Pi)=—2i"" +7-i* -3.i® + 6™
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ALISTIRMA 6 =

ORNEK 21 =

COZOM =

P@)==2-(-)+7-(-)=3-() +6-()
Pli)=2i-T-3i+6

P{iy=—i-1 dir.

Plx)=x™ + 2™ —3x" +5x™ + 25x° ise P(i) ifadesinin degerini
bulunuz,

Bélme fslemi

Iki Karmagik Sayimn Biliimii

z,,z, karmasik sayilar ve z, # 0 olmak iizere z, :z,=z, -z, dir.

Karmasik sayilarda bdlme iglemi, pay ve paydamn paydanin eslenigi
ile garpilmasiyla yaplir. z, karmasik sayismin z, karmasik sayisina

bliimi z, : z, bigiminde yazildif gibi L bigiminde de yazilir.
%3

z, =a+bi, z, =c+di ve z, =c—di olsun.

z, _a+bi_(a+bi)(c—di) _(ac+bd)+(be - ad)i
z, c+di (c+di)-(c-di) ct+d?

Z=2+ive z; =3-Ti olsun. ;—; nin degerini bulunuz.

L) - 2+f={:+i}'{3+'?i}= 2342 T4i-3440-Ti
z, 3=Ti (3-7)-(3+7) 3-343-7i-7i-3-Ti-Ti

_6+14i+3i+ 7% _6+17147- (<) _6+17i-7 _~1+17i

dir.
9—49.4° 9-49.(=1) 9449 58

190




2—i 24

ORNEK 22 = —+ isleminin sonucunu bulunuz.
2af 2=
COZOM = A-2t p-2ti A+B=7
2+i 2—i

P _(2-0)-(2-0) _4-20-2i+i* _4-4i+(-])

240 (240)-(2-0) 4-2i+2-F&  4—(-1)
(2-1)

_4-4i-1 _3-4i
4+1 5

po 24l Qi) (24+) _4+2042+8 _444i-1_3+4i
2-i (2=i)(24i) 4+2i-2i-i 4+1 3

(2+1)
A+B=2—i+2+l _ 3—4d+3+44! _3-4di+3+4i 6 tir.
2+i 2=i 5 5 5 5
z, karmasik sayisin, z, karmagik sayisina biliimi,
z ==t 0 z"? dir. Az-7=|g")

ORNEK 23 = z, =1-2i karmagik sayisim, z, = 3+ 2i karmagik sayisina béliiniiz.

) 5 _1-2% _(1-20)-(3-20)
CozuM - = z, 3+2i (3+20)-(3-20)
(3-20)

—(z=a+bi ve 2=a-b)

1-3=-1-2§=2i-3=2i-(=2i)
3 +(2)

{—I[:-E:lzlj, |2|2 =a® +.b:}

3-2i-6i+4-i

9+4 { (~a)-(-b}=abve i’ =-1)

_3-8i-4
13




ALISTIRMA 7=  z, =3-+/5i karmagk sayisinmn, z, =2-54/5i karmagk sayisma
bélimiinid hesaplayimz.
ORNEK 24 = (g + bi)’ nin agilimm bulunuz.

COZUM = Yukanda verilen soruyu iki farkl yolla ¢dzecefiz.

I Yol:
Tki karmasik sayinin garpim kuralindan yararlanarak ¢ozebiliriz.

(a+ by =(a+bia+bi)=(a-a+b-b-i*y+(a -b+b- a)i
=[a* +b"-(=1)]+ 2bai
—(a® —b*)+2abi dir.

IL Yol:
(a+bi)* ifadesinin acilimi, iki terimlinin hesaplanigi pibi yapilabilir.

(Not: (x4 ) =x> + 200+ %)
(@+biV=a’+2-a-bi+(bi) =a’ +2abi+b* -i*

=a’ + 2abi+b(-1) = (a® —b*) + 2abi dir.

ORNEK 25 =  (2=4{)" ifadesinin agilimini bulunuz,
COZUM = Yukanda verilen soruyu iki farkh yolla gozecegiz.
L Yol:
Soruyu, (@ +&) =(a® —b")+2abi yi kullanarak gizelim:
z=2-di=a=2 b=-4
(2-4i)"=(2" = (-4)") +2-2-(-4)i
=(4-16)-16i

=_12 - 164 dir.
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IL Yol:
Soruyu, (g + b)Y =a’ +2-a-b+ b yi kullanarak ¢bzelim:
z=2-4 a=2, b=-4i
(2—di) =22 2.2 (~40) + (~4) =4 = 16{ +(-4)* - i*
=4 —16i +16-(~1)
=4 -16i -16

==12-16i dir.

* KARMASIK SAYILARIN TOPLAMININ, CARPIMININ VE
BOLOMONON ESLENIGE

Teorem:

z,.2, € C ise, z, +2, = 5, + I, dir.
f.:pa.!.‘
z,=a+bi ve z, =¢+di olsun.

Z +z,= (a+bi)+{c+di)=(a+c)+(b+d)i oldugundan,

2, +z,=(a+c)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)i dir....(*)

E, =a-bi ve I,=¢—dl oldufundan,
Z+z, =(a=-bi)+(c=di)= (a+c)+(-b-d)i
={a+c)—(b+d)i dir....(**)

(*) ve (**) a gbre z, +z, =2, +Z, dir.
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ORNEK 26 = z +z,= 2+%.|' ise, %, +Z, sayisim bulunuz,

COZUM = 21+I==2+%i'=ﬂ'2|+22_=2—%f

2z, +2, =%, +Z, oldufundan, z, +Ez=1’.—%.! dir.

ALISTIRMA 8 = Asamdalka ahstrmalan yapimz.,
{A) z,+z, =%+1|'115i ise, Z, + Z, Say1sim yazimz,

(B) 7, +El=%—ﬂf ise, z, + z, sayIsinl Yazimz.

(C) 2 + 2, =5+8 ise, z; + z; sayisim yazimz,

Teorem:

z,,z, €C ise, z,-2, =%, -, dir.

Ispat:

z,=a+hi, z, =c+di olsun.

2, zo= (a+bi) (¢ + di)=({ac - bd )+ (ad + be)i oldufundan,

z, -2, =(ac— bd )+ (ad + be)i=(ac — bd) — (ad + be)i dir.....[*)
Z -z, =(a—bi) - (c—di)= (ac —bd) + (—ad — be)i

= {ac —bd) — (ad + be)i dir.. (%)

(*) ve (**) a gore z, -z, =, -2, dir.

ORNEK 27 =z, -z,=3+4i ise, E, - T, sayisimu bulunuz.

COZUM =  z,.z,=344i=z -2,=344i=3-4i

z, -z, =Z, - Z; oldugundan z, -z,=3—4i dir.
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ALISTIRMA 9 = Asafidaki alistirmalan yapime.
(A) z, -zi—%ﬂli ise, Z, -2, sayisinl YEZINIZ,

(B) =, -z;=10-8i ise, z, -z, say1s1m yazimz,

(C) z,-z,=4+ 246 ise, z, - 2, SAYISIN YAZINIZ.

Teorem:

z,z,eC ve z, #0 ise,

() [l] LTS (b) [f—‘] -5 gir,

f.ipm.'
z,=a+bi, z, =c+df ve z, # 0 olsun.

(a) z, =c+di ise,

o+ di

(c—di)

_ c—di
(e +di)- (e - di)

L e—di
e +d*

= d
¢t +d? et +d?

i oldugundan,

195



ALISTIRMA 9=  Asafidaki ahigtirmalan yapimz,
(A) z, -32=T—52+121' ise, I, 2, SAVISIN YAZINIZ,

(B) z, -z,=10-8i ise, z, -z, sayisim yaziniz.

(C) z, -z, =4+ 2/6i ise, z, -z, sayisim yaziniz,

Teorem:

z,z,eC ve z, () 158,

(a) (l]=_i dir. (b) [i]i—' dir,
£3 &3 1 <3

f:-'par;
zy=a+bi, z, =c+di ve z, # 0 olsun,
(a) z;, =c+di ise,

4 1

c+di
(c—di)

B & —di
(e+di)-(e—di)

c—di

et +d?

- ¢ __ 5 dﬁ,: i oldugundan,

c+d* o+
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ORNEK 28 = [ﬂ]=[3' ”;.] ine, [i] sayisim @ +bi seklinde ifade ediniz.
Zy + 4

Ly

["—'J=[ 1“_] deierini hesaplayalim:
=, I+ 4

COzZUM = [lk dnce,

z, 1+

z, 3+4i
(34}

I+ (340
(3+4)-(3-40)

_ 1341 (40 +i-3+i- ()
3 3[4+ 43+ 40 0=

_ 3-4i+3i-4-i
312 +12i -4

3—i—d-(-]) L
32 _42_(_]} ‘_{' - 1}

_ 3-i+4
9-16-(-1)

ALISTIRMA 10 = [i]=f_52: i5e @- sayisini @+ b seklinde ifade ediniz.
z, +5i

5
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* KARMASIK SAYILARIN MUTLAK DEGERI (MODULUD) ILE
ILGILI OZELIKLER

z =x+ yi karmasik sayisimn mutlak deger (modiili),
|z| =|a +.b.|!| =vya'+b" dir. Aynca, |z|2 =z Z dir.

Teorem:
2,2, € C ise |z, - z,|=l|z,|-|z,] dir.

|22 =z, 2,) (2,7 23) =(2,"2,)(F, %)
=(z,"%) "(z; ')
= |3||= ’ Iztlz dir.

|z1| =10, |zl|2 0, |z:L -zz| 2 () oldugundan,

1 1 2 *
& 2= e |z = |- 2zl =[] |za] i

Sonuclar
I Sonug:
Yukanda agiklanan tcoremden vararlanarak z e C olmak zere,

- =Jd die.
Bu sonucun dogrulugunu gisterelim:
=02 = e = 1 = ] di

ORNEK 29 = z=-=3+j ise |— z| = |z| oldufunu gosteriniz.
COZUM = Yukarida verilen soruvu iki farkli volla ¢hzecefiz:

.Y ol:
A=+ =1 (3 +)| =1 |- 3+i =|-3+i] =4 dir.
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I1. Yol:
[ =|-3+i=(-3) + () =+9+1 =410 dur.  ..("

Fz|=|- (3 +0 =P =43 +(-1)* =J9+1 =110 dur. ..(**)
(*) ve (**) ye gore |- 2| =4 dir.

ALISTIRMA 11 = z=-3-3/3i ise |z| = |- z| oldugunu gbsteriniz.

I Sonug:

Yukanda aciklanan teoremden
Wne N igin, [z°|= |z|"

sonucunu gikarabilirie.

Bu sonucun dofrulufunu gdsterelim:
2% | =z~ 4 =|2| ]| = [
2] = [+ =[¢? el = el | = [ ot

Bu gekilde devam ettifimizi varsayahm.

h’-nE N igin, |:-:'| =" oldufu gorililr.

ORNEK 30 =  |(3+4)°|=[3+4i|" oldugunu gosterelim:

COZOM = |(3+4i)| = [0+2-3-4i+ (4)*| = |9+ 24i +16- (1)’
= [9+24i +16-(-1)|
= [9+24i 16|
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Bedif’ =(f3 +4) = (9+16)" =(V25) =25 tir. ..(**)
(*) ve (**) a piire |[3+4-.|"_|1| = 3+4i" dir.

ORNEK 31 = |{«E +3i) (5 —«ﬁi}| ifadesinin degerini hesaplayimz.

COZOM = |(N2+30)- (57| = |2+ 34 [s -7 sl =ial bl
W27 13 5 (T e (farb =57
=J2%9.42557
=411-432
=132 —(Va-vb=vab)
=4/352 dir.

ALISTIRMA 12 -ﬁ‘[jz ~34/50)-(1+ %r){ ifadesinin deferini hesaplaymz.
Teorem:

zelC vezz01s¢ H=l dir.

4
Ispat:

z=c+di ise |z|=‘|..|'4:r2+|:=‘2 dir.
H | te-ai) |_
3

levdi| [crdiNe—di)

¢t +d? ¢t +d* (e +d*y & +d*

1 1 I-'l..lur:.z 1-|;l2 B Ne' +d? dir...(*%)

1
A ferdi 2492 o2 4PVl 4a? €

c—d'i'|_| i —d ;
el vd? | +d? e +d?

(*) ve (%) ye gore, H=l dir.
z| ||
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ORNEK 32 =

1
243450

COZOM = W

ifadesinin degerini bulumuz.
1
e
_ 1 1| 1
- =)
J243)2 + (5)? 4

2B )

((a-b)" =a" b")

S SRR SRS S e Lovay
V4345 1245 17 17 Ja @
ALISTIRMA 13 = ifadesinin defierini bulunuz.
Teorem:
zl,zlECvezlatﬂise |]|
|“=|
.| E i
Ispat. -, |z, zl|
=|z|-fa'| CEEAR AN A
1 1 |
S — =_}
e ™
|3l| : _ =l
= dir. — |z )
B I"| 17 e
ORNEK 33 = ;+ f ifadesinin degerini bulunuz.
=+ 4
- 1+2i|_[1+24 H
OZOM = .
¢ 3+4i] [3+4i] o Iszl
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= r—;:iz 1—[Is|=|a+b.|1=m]
A+ W5 45 45

= = tir.
Jorle 425 57 5
ORNEK 34 = '[’“'F :%} ‘_4’ ifadesinin deferini hesaplayimz.
- [

(15 - 30)-4]_|(15-30)-4i

OZIM = ol Bl
¢ S-WTi | [5-2471 Ol P
[VI5 =31 Jai
=) ezl

15)* +(-3)" -40* +4° =
= ‘III{J_}IS:-E( }E‘Uf;:z : i [|1|=|ﬂ+b.|1= .12+l‘l2 ]
_Vis+9.44? —(r =p)

2464
_2:46 —(yfptt=plt)

e +— (Payday kikten kurtarma)

=E-1|"E-~"'5_3 it ={71)

ALISTIRMA 14 = Asafdaki ifadelerin deferlerini hesaplaymiz.

1-2i
4+ 5i

(3+2i)- (416 )|
® 1443 § |
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Teorem:

B

z,,z, L 158 |z, + :1| £|z.|+ Z,| dir,

I}pm'.'

|z, + ::| < Iz,|+ |zz| bagintisin

karmasik  dizlemde — geometnk
olarak gisterelim:
s, =a+hl, z,=c+di

P

karmasik sayilarinin ve

I+, =la+c)+(b+d)
toplamimin, karmasik diizlemdeki
giriintiileri yandaki sekilde belirtil-
migtir. OACB paralelkenardur.

04 =[5} =], 08| =|4{ = | [0 =|= +=, dir

OAC liggeninde,
|GL‘| 5t0.d|+|ﬂq :!:, +21| 5|zl|+|:1| dir.

ORNEK 35 = 7 =142 wve z,=3-4 karmagk saylanni  kullanarak
< |:,| + |:]| oldugunu gosteriniz.

|z, + 2,

COZUM =~ z,=1+2i=1"+2" =45 (| =|a+bd=va® +67 )

2,534l = |3 +(4) =vI+16 =425 =5 =5« (ypl =p)

2, +2,=(1+20)+ (3-4)=(1+3)+(2—4)i
i~z +z,=(a+bi)+{c+di) = (a+ch+(bsdli)
= 4 -3

|z, + 25| =4 +(2) =16 +4 =420=2,5
Buldugumuz deferleri yerlerine yerlestirelim.

|:L+z3 1—’|z,|+fzzl

25 24545 (45 =2.236067977...)
I S
4,472 7,235

dir.

Sonug olarak, 'z, + 2;! bt |-’| | +
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Teorem:

2,2, eC ise, |zL —zl| S|z1|+|zl| dir.

Ispat:

z, =2, =z, +(—z;) oldufundan,

Iz, —£1|=|3l +|:—31"H < ey |+ 2] |z +23| S|z +]za|D

21— 22| €[]+ |z olur. ilzl=la))
ORNEK36= 7 =1+ ve z,=2-3 karmagk saylannm, |z, -z,|<|z|+|z,|

ifadesini sagladifim gbsteriniz.
COZOM =  z,=1+i=z|=41+1=42

2, =2-3 = |z, = Y27 +(-3)" =44+9 =413
5 —z,=7

z,— z,=(1+1) = (2= 3) =1+i—-2+3i =—1 + 4i
4 (a+bl)—(c+dl)=(a—e)+(b—d)i)

2, = 2, =|~ 1+ 4 = /(=1)* +47 =14+16 =17 dir.

Elde ettifimiz verilen yerlerine yerlestirelim:
|2 = za| €[z +[za| ()
V17 =42 +413 (V17 24123, 7 =1414, V13 =3,606)

f f
4,123 5,020

O halde, (*) sajlanmaktadir.

ALISTIRMA 15= z, =2+5i ve z,=-3+i karmasik saylannm, |z, —z,| £|z|+|z,|
ifadesing sagladifim gosteriniz,
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® KARMASIK DOZLEMDE [Kf KARMASIK SAYT ARASINDAKI
UZAKLIK

Al i

=X+ Wi, I; =X+ Vil
karmasik sayilar igin,
z; —z,| deferine, z; ve =z;
karmasik sayilar arasindaki
uzakhk denir.

S |

B
i ;

Ry X LY
reel chosen

== 2=l 4+ i) = (g + i) =(x, —x; ) +(p, = v, )i oldugundan,

|2, —z;i=\|"[.r, —x) +(p —3,)" dir
Yukardaki sekildeki AHB dik iegeninde, dik kenarlarin uzunluklan,
|BH| = xy — X2 ve |[4H]= y, — y, dir.
|AB| nu, AHB dik iggeninde Pisagor teoremini uygulayarak bulalm,
Bunun igin ilk dnce Pisagor teoremini hatirlayahm:
Pisagor Teoremi

Bir dik dggende dik  kenarlann
uzunluklarmin ~ karelerinin - toplammin
karekdkil hipoteniisiin uzunluguna esittir.

WMK|" = |KL[" +|ML|
|MK| = y|&E| + |mz|

48| =z, - 2| =7

8| = ||8H|" +|a#]" dir.
|AB = (x, 5,0 +(p, — 3,)* dir.
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ORNEK 37 =

COZOM =

Buna gére, z, =x, +yi, 2, =x, +y,i kammasik sayilan arasindaki
uzaklik,

_l“!'ﬂl_‘ﬂl‘{"‘i — &3 }1 +(n _.}’1}! dir.

|3| — 2

si=2+% wve z, =547 karmask sayilan arasindaki weakhf
bulunuz.
Y ukanda verilen soruyu iic farkh volla gizecefiz:
L Yol:
|z, — 2o |=|(2+30) - (5+ T =[2+ 3 - 5 7i| = [(2— 5) + (3 - T}
-|-3-4i
=y(=3F +(—4)° e =fe s pd=ofx*+27)
=4/9+16 =+/25 =5 tir.
1. ¥aol:
n=2+3i=x =2ve y =3
=i+Ti=xy=5ve =7
|2, — 2:|=y(x — ) + (3, —3:) =y(2-5) +3-7
=V(=3) +(-4)
=9+16 =425 =5 ir.
IIL. Yol:

z;=2+% ve z,=5+7 karmagik sayilanim karmapik dilzlemde
gisterelim.

¥y sanal eksen AHB dik lggeninde Pisagor teoremini
uygulayalim.

il e BN

61 48| = || 4HT +|BH]

5

4 Bunun igin |AH| ve |BH| uzunluklarm

;“‘“_‘E-H 1 hesaplayalim.

sl 3';“ » HE”‘“ AHB dik liggeninde

i I F 1 - X
| I 23 4 5 pue |4H|=[5-2|=]3|=3 tiir,

|BH|=|7-3 =4 =4 .
|4B|=+3* +47  =4f0+16 =25 =5 tir.
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ALISTIRMAIGS =z, ==243, z,==5+Ti kamasik savilan arasindaki uzakhj
hesaplayimz.

ORNEK 38 = |2'—[—3+ -'-h']l|= 2 esitligimi saglayan z karmasik sayilanmin karmasik
dilzlerndeki gbriintiiler: olan noktalar kiimesini bulunuz.

COZUM =
by |z=(-3+4i)=2 egitlifi, z=x+w
karmagik  sayilanmin, =z =-3+ 4
-7 karmasik sayvisina olan uzakhklannin 2
+ 6 birim oldugunu gdsterir. (Not: iki
4 5 karmasik sayimin birbirinden uzakhg
. z,—2,| dirk Buna gbre, z=x+ W
| 3 karmasik sayilarinin karmasik
S, i dilzlemdeki  goriintiileri, - merkezi
: (-3,4) wve yangap 2 binm olan
L | o x sembern  olusturur. Bu  gemberin
I T # jizerindeki her bir noka aradigmiz
54 3 2 |0 nokialar kiilmesini olusturmaktadr.

ALISTIEMA 17 = |z —{—2—3f]| =4 esitlifini saflayan =z karmasik savilarmin karmasik
dilzlemdeki giriintiilen olan noktalar kiimesini bulunuz.

ORNEK 39 = |z—f—3+4i}||£l olduguna gire, =z karmasik savilannin karmasik

diizlemdek: gorintiilen olan noktalar kitmesini bulunuz.

COzZOM =
i lz=(=3+4i) <2 egitsizlifi, z=x+w
karmasik  sayilannin, Z; ==3+4
-+ karmasik sayisina olan uzakhklanmmn 2

birim veya 2 birimden kii¢ik oldufunu
ghsterir.  Buna pdre, z=x+W
karmasik sayilarimn karmasik
dilzlemdeki goriintiilen, merkez (-3, 4)
ve yangap 2 binm olan gemben ve bu
gemberin ig bilgesini olusturur,




ALISTIRMA 18 = |:-:-3+Ea'}|55 oldufuna gbre, = karmasik sayilanmin karmagik
diizlemdeki gorimtitlen olan noktalar kiimesini bulunuz,

ORNEK 40 = Iz—{—3+4ﬂ|}2 olduguna gire, z karmask sayilarmmin karmasik
dilzlemdeki gdriintitlen olan noktalar kitmesini bulunuz,

Iz = (=3 +40) > 2 egitsizlifi = = x+ yi

\ f // N karmagik sayilanmin, =z, =-3+4

\\:\,-- i ,./"' R karmasik sayisma olan uzakhklarnm

EH"“'-_r"J : x»—r”"‘L 2 birimden biiyik oldugunu ghsterir.

T lA(-34 — Buna gdre, z=x+p kamasik

_'_."l 2i-Ihdi L sayilanmn  gorintilen,  merkem

i /'n_. \ 1 (-34) ve yarcam 2 Dbirim olan
/ J -\ 1 gemberin disinda kalan bélgedir,
o o

ALISTIRMA 19 = Iz-~|{4+ ir"j|:-33 oldufuna gire, = karmasik sayilarimin karmasik

diizlemdeki garintiileri olan noktalar kilmesini bulunuz.

ARASTIRMALAR

1} z=x+yi ile hangi karmasik sayinn ¢arpuminim 1 oldugunu bulunuz.

2} lz 12fz-2+i23,ze ::'} kiimesini  karmasik  diizlemde
gOsleriniz,

3) Karmasik sayilarla ilgili dzgilin bir soru vazimz ve ¢lelinile.
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BOLUMUN OZETI

x ve ¥ birer reel say1 ve r'=1.'r:|- { yada i* =-1) olmak iizere
z=x+ ¥ seklinde ifade edilen :z savisina karmasik sayi denir.

Karmasik sayilar kiimesi C ile gosterilir.

C={z:z=x+}'f, x,.v€ R ve -1 -—-r'} dir.
z=x+ karmagik savisinda x ¢ karmagik sayinin reel (gergek)
kisrm, ¥ ve karmasik saymin gapal kwmm denir ve Re{z)=ux,

Im(z) = vy seklinde gosterilir.

ki Karmasik Savinm Esitligi

z, =a+bi

folsun. z, =z, < a=c ve b=d dir.
2, =c+di

Karmagik Savilarda Diirt Islem

z, =a+bhi ve z, =c+di olsun,

2+, =(a+e)t{b+a)i g =, =(a=c)+(h—-d)i
I (ae + bd ) + (be — ad W

I, et +d”

z, -z, =(ac —bd}+ (ad + be)i

Karmasik Sayvimn Eslenifi

z=x+y karmagik sayisi win z=x- sayisma z  nin eglenigi
denir.

Karmasik Sayilarin Toplaminin, Carpiminim ve Biliimiiniin Eslenifi

z,2; €C 1ze:

4

I
1l

1]

(]
_J

Eid

(=] !

Z|+I] = 1'.'.:
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i
L]=_L (z, =0) [i]= = (z; = 0)
L2z <3 <32 £z

Karmasik Diizlem ve Bir Karmasik Sayvimin Girtintiisii:

y] sanal eksen iki boyutle analitik dizlemdeki x
ckseninin reel cksen, p  ekseninin

sanal eksen almmasiyla olusturulan

diizleme karmasik diizlem denir.

z = x+ vi karmasik sayisinin, karmasik dilzlemdeki gdriintiisil
Al x, ¥) noktasidir.

Bir Karmagik Sayinn Mutlak Degeri (Modiilii):

Kamasik diizlemde, hir karmasik saviva karpihk gelen noktamn,
baglangie noktasina olan uvzakhimna bu sayimn mutlak  degeri
(maodiild) denir ve |z| seklinde pisterilir,

=+

Karmasik Sayilarin Mutlak Degeri (Modild) ile ilgili Ozelikler:
.z, el 1se:

|:I -:ﬁ|=|z||-|zi| z" =|z|’r (Ynerd) |—z|=|z|
L (z.=0) ad =E (z,#0)

Z, |32| s |z]

|:I - |z,|+|zl| |:I _32| 5 |z,|+|zi|

Karmasik Diizlemde {ki Karmasik Say1 Arasindaki Uzakhk:
7, =x,+¥i z,=x,+¥,i karmagik sayilan igin, |:, - z,| degerine,

z,, 2, karmasik sayilar arasindaki nzakhk denir.
|z| _:‘.'|=ﬂII|:-r| I‘:':l? +{ -]._1-:'3
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DEGERLENDIRME SORULARI

1} z, =+/6-15i karmagik sayisinin sanal kismi hangi sayidir?
A)J6  B)V-6 C)-15 D) 15 E) v6—15

2) x,yeR olmak iizere, =z =(x-3)+(y+6)i, z,=2+16i wve

z, =z, ise, x— ¥ hangi sayiya egittir?
A) 15 B) 16 c)3 D6 E) -5

3 z= _?1 —+/3i karmagik say1siin eslenii nedir?

A}%-I- 3i EJ_Tl-l- 3i E}%+ﬁa‘
D) 2L _\3i E) '1"5;'
3 3
4) " in degeri nedir?
A)i B)1 C) —i D) i E) 41i
5) (3—i)® ifadesinin agilim nedir?
A)10+6i B) -8B+6i C)B-6i Dj10  E) 9-6i
3-2i 3+2 .. .. .
6) 3+1i+3—21 igleminin sonucu nedir?
A)s+u4i B C) 2450 D)9+ E) 2
13 7 13

Ty z, =243 ve z; =5-4 karmagik sayilannin toplam nedir?
A)2+i B)-3+Ti C)5-i D)y 7-i E) 7+7i

B) z,=2+3, z, =2 -3 karmasik sayilarimin garpimi nedir?

A) 5 B) 13 C)a+9 D) 2+6i E} 4 —6i
9) z=2+5i karmasik say1smn ¢arpmaya pdre tersi nedir?
A) -2-5i B) -2+5i C) §+§i
)] i—ii E) 2-5i
29 29

10) z, =4+ 8 karmasik sayisinin z, =2{ karmasik sayisina béliimi
nedir?
A) b B) 4+4i C) B+16i D) 4-2i E}Q
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1) z= %+ %i karmasik savisimn mutlak degeni (modiilii) nedir?

2 3 2 3 J13
A) = B) = C) i Dy =-=i E)>~—=
r '3 N 1575 P
|2:IE=§—31 karmasik sayisimn  eslenifinin karmasik  dizlemdeki
gbsterimi asafidakilerden hangisidir?
A) B) C)
y 1 il s ¥ Vel s b orii] el
43 fmdenaans i 13
47 =7 i -
R e e - e
R IR LR 322 F ol i LRI T
=41 i_ - E 4.3
——.j-----:-lf -3 :-_-- ——a
I
_ }'hunll rksen B sanal ehsen
PO 43 -
| T, _:.?.-....!. I
; 41 41
I i L L 1 L] - : :. :_ : : : :
LEI IR |1:5|= . LEETREREL
Stz 47
o —_.%
E
L3

13) 5x° +10x+6 =0 denkleminin karmasik sayilar kiimesindeki ¢dziim

kiimesi nedir?

-1 45, -1 45,
A." {T—ﬁ]. T-‘-EI} H} ‘[—
;{Lﬁ,-, lﬂ} D) {
2102 10
b {1_‘Ei. 1+1Ei}
E 5

14) P(x)=x" +5x+4 ise, P(i) ifadesi hangi sayiya esittir?

A) 5+5i

15) z, =1-2i ve z,

A) 34

B) 3+5i

) 3-5i

)8
212

0Dy 2+5i

D) 64

E) -3+4i

-3 -5 karmasik sayilan arasindaki uzakhk nedir?

B) 413

E) 5



IE}|:—{2+I}|{E olduguna gore, z kammasik sayilannin, karmasik

diizlemdeks  ghrintillern  olan  noktalann kimesimin - karmasik
diizlemdeki gosterim asagdakilerden hangisidir?

N , N
-
e : : - :
A B C
% IV
s };[ [

"'-\.\_\_\_ ,_-"'J -\-.._T

1f=mee M Y e
1

MR

() L

17y z=a+hbi 1. biblgede ise, —z karmasik sayisi karmasik diizlemin
hangi bilgesindedir?

A1, B) 11, C) 1L D) IV,
IB) 2, + 2, = 2+ W1 1i ise 7, +7, sayist nedir?
A) -2+ W11i B) —2-3411i SENTE
D) 2- 3411 E) 2+3411i
19) 2, -z, =115-324{ i8¢ E -Z, savisi nedir?
A) 115+ 3244 By —115-324i C) —115+324i
D) 430¢ E) 115-324

20) |— V2 - 34/2{ ifadesinin degferi nedir?
A) B B)—d442i ) 245 D) -+20 E)4i2

21) |f_1 +20) (45 + ﬁ)| ifadesinin degeri nedir?

A)V30 B4l O Ns+2 Mo B Y510
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BOLUM 2-2 -| KUTUPSAL BICIMDEKI KARMASIK SAYILAR

*od 40

KUTUPSAL KOORDINAT SISTEMININ TANIMI

BIR NOKTANIN KARTEXYEN KOORDINATLARI [LE KUTUPSAL
KOORDINATLARI ARASINDAKI BAGINTILAR

KARMASIK SAYILARIN KUTUPSAL KOORDINATLARI
KUTUPSAL BICIMDEKI KARMASIK SAVILARLA ISLEMLER
KARMASIK SAVILARIN KAREKOKU VE KUPKOKU

# KUTUPSAL KOORDINAT SISTEMININ TANIMI

n‘\-k ~ 5
Ewvtup Teushup ckseni

fklss VENE
x ekseni
i
¥
Mir, &)
o !
b/
1 l
]
Ly
[+

Analitik  dizlemde, br M
noktasinin yerinin (x.¥)
koordinatlan  ile  belirlendigini
biliyoruz.

Diizlem noktalarn, kutupsal
koordinatlar ile de belirlenir.

Diizlemde O baglangig noktasi ise
O baslangig 1sinima, kotup ekseni
va da x ekseni denir.

Diizlemde, bir kutup noktas: ve bir
kutup ekseninden olusan koordinat
sistemine  kutupsal  koordinat
sistemi denir.

Diizlemdeki bir M noktasimn,
kutup noktasina uzaklif,

|ﬂ.*-f]=|z|=r birim., AOM winlu
acisimn olgisi 8 1se,

(,8) veya (|2].8) ikilisine,

M noktasinin kutupsal
koordinatlar denir.

M noktasimin kutupsal koordinatlan I[|:| F}]= (r, B) ise, |z|=r ye
varicap hileseni; @ va agisal bilesen denir.



ORNEK 1 =
ORMNEK 2 =
COZUM =~

ALIGTIEMA 1 =

Kutupsal koordinatlan {r.H}I olan M
noktasi;

(r@+2x),(r.0 - 2x).(r,0 + 4x), ...

- ikililerinden biri ile belirtilebilir.

B+in

Whked win, (r@+k-27) kilisy, M(r.) noklasimn kKutupsal
koordinatidir. Buna gdre, kutupsal koordinat sisteminde; diizlemin bir
noktasina, birden fazla kutupsal koordinat ikilisi karsihk gelebilir.
Yukandaki sekli inceleyiniz.

Kutupsal koordinatlan [l %] olan bir E noktas: igin £ € £ olmak

tzere [2, %4- k -2:1'] ikihisi de E noktasimin kutupsal keordinatlandir.

E noktasimn k=0, k=3, k=-3 ikin elde edilen kutupsal
koordimatlarim bulunuz.

.i::n::[l £+H-EEJ=[E, E]
f b

L,

::=3=.~[z. £+3-zx]=[z, £+5n]={1, EJ
6 , 6 T

i

& " 3 - 357
1_—3—;L1, E-a-zx]_[z. E—ﬁxJ—(l. : ]-ulur,

A
Kutupsal koordinatlar [3,% olan M noktasiin  kutupsal
/

koordinatlanm k=0, k=-1, k=2 ve &=-3 igin bulunuz.
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+ BIR NOKTANIN KARTEZYEN KOORDINATLARI ILE
KUTUPSAL KOORDINATLARI ARASINDAKI
BAGINTILAR

M noktasimin kartezven koordinatlan
(x, v), kutupsal koordinatlan (r.€) ise,

yandaki sekilden

r= ﬂ'ri + 3" bulunur.

t-{Pisagor Teoremi)

LI
¥ H;_I‘:;i:l DKL
sinf==4= y=pr-sinf 4—{ sinf= ————————— )
Lo Hipotenis 17,
X E.omgu [LE.L.
cosf = :c:-::r-m-sﬂ - |
Hipuoteniks LI,
tan @) = 2 oldugu gonilir. Kargn DKL
X 4—f lEnH= — ]
Komsu DUE_LL

ORNEK 3 = Kartezyen koordinatlan (2,2) olan B noktasimin,  kutupsal

) koordinatlarim vazimz,
COZOM = B (2,2) noktasimin kutupsal koordinatlan (r,#) ise,

¥ {2 2
r=4x +y

[

B(2,2)
42?7 427
Ja+4

Lo = \2°4 =242 birimdir.

|
|

Olg——— 2

8 degerini bulalm: Yukanda gérildiigii iizere B (2,2) noktas: birinci
bilgededir.
Ears: DUELL

i~ = ———— )
Komsu DUE.L,

=] oldugundan,
= % radyandir.
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ALISTIRMA 2 =

; f T
B noktasimin kutupsal koordinatlar | 242, E] olur,
\

keZ olmak {zere, [Eﬁ, Elk-!nJ ikilisi de B noktasinin

kutupsal koordinatlardr.

Kartezyen  koordinatlan L,"S fl} olan D noktasinim  kutupsal
koordinatlarim yaziniz,

& KARMASIK SAYILARIN KUTUPSAL KOORDINATLARI

§ Karmasik diizlemde M{x, J.-]I
noktasma eslenen z =x+ wi
karmasik sayisimn veri,

e
|OM]|=z|=r, mixOM)

A, 0 ikilisiyle

K Oldufuna gﬁirr:.{

de belirlenir.

{|:|.Ei':| ikilising, = karmasik savisimin kutupsal koordinatlan denir.

r=ld=4/x" +3" pozitif reel sayisina, z =x+ i karmagik sayisimin
modiili vada mutlak deferi denir,

& reel savisina 7 karmagsik sayisinin argiimenti  denir. arg{z} ile
gisterilir. arg{z)=# dir,

U=B<2n kogulunu saflayan # ya =z karmasik sayisimin esas
argiimenti denir.

Esas argtimenti # olan z karmagik sayisimin argimentlen ke £
olmak Gzere, &+ & -2 dir.

. E]] dar,

z

z = x+ v karmasik savisinin kutupsal koordinatlari l:
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ms-|5|'=|1—| = 1=|z|-msEl',
=

sind =2 < y=|z-5in® ,
4

tan® =2 tir.
x

z=x+ yi karmagik sayisi, kutupsal koordinatlan ile

> z=1+yi=|21-umﬂ+|z|-sinﬂi'

» z=|z| (cos# +isin#)

¥ z=r (cosd +isind) 1—(='=|f|}|
gibi 3 farkh bigimde yazilir.

r=x+wvi |karmmask savismn, =z =|z|-'|:::~u5|53 +:'51'.11||5"] bigiminde
yaziligina, z karmasgik sayisinin kutupsal  trigonometrik ) ghsterimi
denir.

cos @ + sin# = ifadesi, knsaca cisé bigiminde yazilr,
Buna gire,

z=|z|-(cos® +isin@) veya z =|z|-cis# olur.

=8 <2x ise, z karmagik say1simn kutupsal bigimde genel yazihs,

z =|z|-[cnn[ﬂ+k -2;;}+£?.in(ﬂ+ k-!r.r]l], keZ olur.

ORNEK 4 = z=ﬁ-[umj?n+isin5?£] karmasik sayismin  esas  argiimentini
bulunuz,

COZUM = Yukanda sorulan soruyu cevaplamak igin agafndaki bilgileri giz niine
alalm;
z =|z|-[cos(0+ k- 2n)+isin(B+k-2n)], keZ

VEYE
z =|2|- (cos 8 +isin #) oldugundan, arg(z)=# dir.

Efer 0 £ 8 <2x ise, # va z karmagik say1sinin esas arglimenti denir.
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z=ﬁ{ms5?}r+ismj?#] karmasik sayisimn  esas  argiment,

ﬂ:%r tiir ¢linkd S?I, 0 ile 27 arasinda yer almaktadir.

ORNEK 5 = z=2-(m513?z+fs'm%) karmasik sayisimn oRas  argimentini
bulunuz.
COZUM = {?:% radyandir  fakat 0, z karmasik sayisinin esas arglimenti

degildir. Ciinkii & =%, Oile 27 arasinda degildir. O halde, ”T"’

radyamn  esas  Olglislnll  bulmak igin  trigonometri  konusundaki
bilgilerimizi hatirlayalim:

Radvan tirtinden agilarmm esas olgisy, paydanm ik katmn fam
katlarma gaore ayinim yvapilarak balinir,

IEE_E 127 =«

——=g—— =2y

6 & 6 (i1
oldugundan, esas Glgi % dir.

Sonug olarak, » karmagik savisimin esas arglimenti E=% dhar,

ORNEK 6 = z=4-[¢:ﬂs11$+;'siuizfj karmasik sayismin  esas  argiimentin

bulunue.

COZUM = z :4-[:;-:.52%” +isinﬂT"J

EJ?TE’ 0ile 27 arasinda degildir. O halde, E=2TTI radyammn
esas Glgiisiing bulalm:
Vr 3w 38 _3r .,
4 4 4 4
oldugundan, E=1fo fin cuns Blgisd %" tir.
() halde, z karmasik sayisinin esas argilmenti, #= ET'T tiir.

ALISTIRMA 3 ﬂz=3-[msﬂ%+ism%] karmagik sayisimn esas argiimentini bulunuz.
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ORNEK 7 =

coziM =

ALISTIRMA 4 =

ORNEK & =

CozUM =

z =2-[cos1580° +isin1580° ) sayisimmn esas argiimentini bulunuz,

1580°, 07 ile 360° arasinda olmadifindan z karmasik sayisimin esas
argiimenti degildir.

O halde, 1580° nin esas Olgisini bulmak igin trigonometr
komusundaki bilgilerimizi hatirlayalim:

Derece cinsinden bir agimn esas Glgisind bulmak igin verilen agry
360°  ye bileriz. Bu bolme islemindeki kalan, bize agmmin esas
olgiisini verir.

1580° | 360° 1580° = 140° +4-360"
oo 2
-1440" 4

1407

O halde, z karmagik sayisimn esas arglimenti 1407 dir.
z =l-[ms.4-ﬂﬂ“ + iai.mi[l-ﬂ"] karmasik sayisiin  esas  arglimentini
bulunuz,

z=24342i karmagk sayisimn mutlak defieri (modiill), esas
argimenti ve kutupsal (frngonometrik) gosterimi nedir?

= Ia.l"i +2i kammasik sayismin reel ve sanal kisimlanm bulalim:
z=1\|"§+2i=:Re{z}|=x=1u"§, T.ml[z}l=_}!=1

= |r=x% @ = R-n{.z}:: w.ﬂm{z]: _r] dir.
I= Ia.l"i +2i sayisimn mutlak degerini (modiilind) bulalim:

|'.!'|=-..|':|:3+,1.-'I .z karmagik sayisimn mutlak degeridir.

Simdi, x ve v degerlerini verine koyalhm:

4=\ 22

=\||1*-[ﬁ)2+2‘ —([avbf =a? [JBf =a.b)

=J33+4 =412+4 =416 =+4* =4 tir.
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2= 243+ 27 karmasik sayisinin esas argimentini bulalmm:

z = Zﬁ + 2 karmasik  sayisi
vandaki  kamasik  dizlemde
ghsterilmistir.

Karmasik diizlemde gorildigi
iizere. z karmasik savisi L
bilgededir. Bilindigi gibi bu
bilgede x>0 ve y=0 dir.

={ 243 >0 ve 2500)

O halde, z karmagsik sayisimin esas argimenti,
@ ise, u{a{% dir ...(*)

tand = & = : = I tiir. ...(**)

v 23 A3

(*) ve (**) dan dolayi,

|
tan£=—=-£-'=§ dir.

NE

= o =2-ﬁ+2:‘ karmasik sayisimn esas argimentidie. Clinki %

. 0

tle 2a arasindadir,

z=23+2i karmasik sayisinn kutupsal (rigonometrik) gésterimini
bulabilmek igin buldugumuz degerler

z=|z-[cos@ + isin#) da yetlerine koyalim:
z= d-[cns£+fsin E]
f i

veya

Z= |z| el = z=4- r.':'.*r-;:: dir,
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z=2J3+2i harmagk sausuin  genel kutupsal  giisterimini
bulabilmek igin buldugumuz degerleri agaghda yerlerine koyalim:

z= |z|-[ms[5+.i:-2:r]l+isin[ﬂ+.t-1.r]]_
O halde,

z=4 [Lﬂ{% Lk IEJH&]’D[% +k -zuﬂ, ke Z dir

ORMNEK 9= == %- ii karmasik sayistin kutupsal ghsterimi nedir ?

COZUM = z=.r+y.:':}f=|:|-ci.5'ﬂ'=|z|-|:msi?+£3im?] oldugundan = karmasik
sayisinn - modiiliind |:|z|]| ve esas argimentini (#) bulmamiz
gerekmektedir,

z=x+yi = |:-:|=-||||;‘t +_].?‘1'

%_il :.‘J-Re{z]=x=% vefrn{z}=y=_:?ﬁ dir.

=T = J[ (= 3{]

:>|z|=.1||g:2?= |4=E=|2|=J§=\"'3_1=3 tiir.
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() halde, = = % e 3—;@ 1 karmasik sayisimm modili 3 tir.

y] samal elosen z= % = f:’ karmasik sayis1 yandaki
g L:ia - karmasik diizlemde gisterilmistir.
%
! Karmasik ditzlemde giriildiigi iizere, z
- s BN ! karmagik sayisi [V, bélgededir,
. Y Bilindigi gibi bu bilgede x>0 ve y< 0
% A dir.
— % =0, '{‘E <)

0 halde, z karmasik sayisimin esas argiiment & il.’,‘.il'l,g-gi <l <2x

dir... (*)
tan @ = =
X
-3/ .
=2 | 2d ad
3 € be bee
2 d
:a_—jnﬁ--% :liﬁll'_..—3 _J— o Ny | {H"l}
2 3 6

Yandaki dggende gonildigl tzere
mn% =3 tiir. Fakat bizim aradifimz
aginin  Blglsl tanf = —3  olan
degerdir. Bu ise 3?:{ ile 27 arasindadir.

{(Not: #, birim ¢emberin IV.
hiélgesindedir. )
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ORNEK 10 =

COZiM =

E=h_£=1_m_3 =E—£=6}:_E =E l.'ﬁ].'.
3 1 3 3 3 3 3
(3)
0= S?Jrf,lar arasinda oldugundan I=%—%i karmasik sayvisimn
€s8as argiimenti 5T"rtl.lr
3 343,
E_T i karmasik sayisimmin kutupsal gosterimi igin gerekli olan

bu karmasik sayiin modilind (mutlak de@erini) ve esas arglimentini

(9) bulduk. Bunlar |4 =3 ve ﬂ=5?'¢ tiir,

O halde,
z =|z|-cish = ] -(cosB +isin®)

z=3. .:.':'.5'5?1= 3. [nmj—nﬂsm 5:} tir.

3 343,

- > —Tr karmagik sayvisimin genel kutupsal gosteriming bulalim:

z =|z|- [cos(®+ k- 2) + isin(B + k - 2m)] =

z=3 [m@[—mﬂz En]ﬂsm[%m’c Em)], kez di.

z =—-».I"3_‘+i karmasik sayisimn kutupsal gisterimi nedir 7

z=x+yi=>z=|z|-(cos@+isin@) dir.

O halde, = =—+3 +i karmagik sayisinm kutupsal gbsterimi igin |z| ve
& degerlerini bulmamiz gerekmektedir.

Ik nece, z karmagik sayisimn mutlak degerini ( |=|) bulalim:

z=x+yi= Re(z)=x ve Im(z)=y dir.
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= 3+i=:~Rl:{z}=.:;=—1'F§ ve Im{z)=y=1dir.

|z|= P+t = !z|=-1|{—ﬁ}+|==q.ll+l=ﬁ=ﬁlrl_l=2 dir.

aimdi z karmasik sayisimin esas argimentini { &) bulalim;

stial dasn iy z=—y3+i karmasik sayms
vandaki  karmasik  dilzlemde
e —,E +1 gisteribmigtir.
- -E i

i _ Karmasik  dizlemde gorbldigil
| ;h ufere, z ica_rma_-s_d'._ 53};._5. I1.
! 4 g bolgededir. Balindign  gibi, bu
A - bilgede x<0ve y>0dir.

O reeleksen X

—(~3clve 1>

w2

O halde, z karmagik sayisinmin esas arglimenti # ise,

%{ A< 7 dir. ...[*

¥ 1 |
tanf == = —— = ——— fiir. ...[**
X =3 3 **

Karm DUET
Roommu DUE.U

|
6 43

Land

&
lan=—=

Yukandaki trigonometrik dgpende gorildigi dzere m%:l ir.

3

Fakat bizim aradifumiz acinin 6lgiisd, @njanti — A olan degerdir. Bu

NE]

15 % ile & arasindadir. Baska bir deyisle, # binm gembenn I
bilgesindedir.

O O L e B L
6 1 6 6 6 6
(6)



ORNEK 11 =

cOZUM =

Dﬂ%qz:r oldufundan, z=-3+i karmagik sayisimin esas

argiimenti 5?.11' dir.
z =3 +i karmagik sayismmn kutupsal gisterimi igin gerekli olan bu

sayimn mutlak deferini (modiiliinil) ve esas argiimentini bulduk.

Bunlar |z|= 2 ve E=5?Hdl[.

(O halde,
z=|z|-:::£55 = |z|-[cnsﬂ+f3:i.ﬂﬂ}=:r z =2-c.‘5%=1-[ms? +£si.u—] dr.

z ==y 3 47 karmasik savisinin genel kutupsal gisterimini bulalim;

z=\z|-[cos(B+ k- 2m)+isin(B + k- 2x)] =

z=2-[m{%+i-Er:]+isin[5§+k-2ﬂ]], k e Z dir.

z; =3 karmasik sayisimin kutupsal gosterimi nedir 7
Z=x+yi=z= |Z|-::ETE = |z| -{::us.ﬂﬂ's:inﬂ} dur.
) halde, z =3 karmasik sayisimn kutupsal gsterimi igin bu karmasgik

saymm  mutlak degerini ([2]), ve esas argimentini (#) bulmamiz
gerekmektedir.

Ik Gnce, z karmagik sayisimm mutlak degerini ( |z[) bulahm:
z=x+¥ = Re(z)=x ve fm{r] =y

z=3+ﬂ-i=:-R:(z:l=x=3 ve fm(z)=yp=0

|z| = x* + 3" = || =+3" +0? —y3" =3 tir.

226



Simdi, z karmasik sayisinin esas argiimentini (#) bulalim:

¥ 4 sinal cksca z=3=3+0-i kamank sayis1 yvandaki
karmasik diizlemde gdsterilmistir.

Karmagik diizlemde poriildiii fizere z
karmastk sayisi  x  recl  chkseni
tzerindedir. Ciinkil 3 > 0 ve y =0 dir.

.

5 L
neel glsen ¥

0 halde, # karmasik sayisinin esas argmenti 0 = O0dir. Clinkil 0, 0 ile
2 arasindadr,

z=3 karmasik sayvisimin kutupsal gdsterimi igin gerekli olan bu
karmasik  saysimin mutlak degerin {H] ve esas arglimentini (@)
bulduk. Bunlar, |:[= 3 ve 8 =0dur.

O halde, z =3 sayisimin kutupsal gosterimi:

z =[z|-ﬂ'sﬂ = |z|-{¢m~'ﬂ+ i&inE] =z=3-cx)=13 -{::ﬂs[.! +r'sin'l}jld1r.
z =3 karmasik sayisinin genel kutupsal gdsterimi:

z =|z-[cos(@ + k- 2x) + isinld + & - 2] =

= 3-[+:nsi:l.'l+ k- 2;1'}+ r'ﬁ:i]'l[.l] +k- li'r}-f, k g Z dir.

ALISTIRMA 5 =  Asajda verilen karmagk sayilann mutlak degerini, esas argiimentini

ORNEK 12 =

COZUM =

ve kutupsal koordinatlanm bulduktan sonra kutupsal bigimde yazimz.
(A)z=—i (B) z=4-4i (Clz=5+53i

Kutupsal Koordinatlar Verilen Karmasik Sayimin x + W/
Bigiminde Yarim

Kutupsal koordinatlan (6, g} olan karmasik sayiy1 z=x+ wi
bigiminde yaziniz
Kutupsal koordinat, [|z|, 8) dir.

(6, %]n|:|:r=ﬁ v&ﬁ'z% dir.
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Verilen soruyu iki farkh yolla ¢hzecediz:

I.Yol:

¥ I sanal eksen

6 x=|z|-cn.ltﬁ :b::ﬁrcnfi%:ﬁ-ﬂ:ﬂ

_v=|:|-5'mE =:r_v=ﬁ-5in%=ﬁ-l=6

recl cksen %

0 halde, kutupsal koordinatlar (6, %} olan z karmasik sayis,

z=x+yi=z=0+6i =06 dir.

I1. Yol:
5| =6 ve 8= : degerlerini = = |z (cos & + isin @) da yerlerine
kovalim:

z=ﬁr{cns§+fsin§}:ﬁ_ = 6-(0+i1)=6-0+6i=6i dir.

ORNEK 13 = Kurupsal koordinatlan (2, %} olan z karmasik sayisinn x+ wi

bigiminde yazimez.

COZOM =  Kutupsal keordinat (|z], 8) dir.
sandl eksen & y
{E,E-EJ =|=2ve 8= L
3 3
¥
.t=|:-|=1:n5El'—:=.r=2-m:rs?...{*]
y=|d-sinf=> y=2-sin < s5:("")
Iz 3
o G
reel eksen x
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2n S S ..
cmT Ve EIHT degerlenini bulalim:

Karmasik diizlemde 0 = 3 |]-:en I =§ tiir ¢iinkil,

2 3=z In =
Oa=t——=———=— Hur.
3 3 3 3

Karmasik diizlemde inceledifimiz msz?“ degeri negatif iken siuITn

degeri pozitiftir,

x0z dggeninde xOz agismin dlgiisi % tiir.

) halde,
2 T 2n 1 ..
CO5S— = — 008 — = cos— = —— dir.
3 3 3
N 1 L 2m A3
K - IN—=5IN— —* §I—=— dl]’.
cog = S0y DR 3 3 3
Hipastenus, LI
cin i KFm (3L
Hipoenus. L

Simdi buldugumuz ::nsz?ﬂ Ve sin% degerlerini (*) ve (**) da

verlering koyalim:

x=2- cusz—ﬂ—l |—I]——E=—I dir.
i L 2 2

y=2. $1'nT zg_”a 3 i,

O halde,

z=x+}rf=&z=—l+q"§i' dir,
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ORMNEK 14 =  Kutupsal koordinatlari (6, %} olan karmasik sayivi 2 =x+ Wi

bigiminde yazimz.

COZOM = |4=6ve #=arg(z) =§ olduguna giire,

1_." sandl ckson
T |:| (cosd +isin )

=y

T " i
=6-(cos—+isin—
I:'I.H-.j I‘-ﬂl‘la}

O x  resleksen X

=3+ 337 dir.

_ Komsu DLEU
Hipatenus. L7

oo i

Karm DKL

sl = —
Hipotemus. L

ORNEK 15=  Kutupsal koordinatlan (4, %} olan [ noktasim karmasik diizlemde

gosteriniz ve kartezyen koordinatlanim yaziniz.

sanal cksen b v Kutupsal koordinatlan (4, ET'T} olan 1

noktasi vandaki koordinat  sisteminde
gosteri lmistir,
ir
x=r-cosd = x=4-cﬂ5T...f*]

W&

3
p=resingd = y —4-sinT”___{":|




O halde, ms% Vi sin% degerlerini bulalim:
Karmasik ditzlemde 0 = 3—“ iken o =m- E =Z i,
) 4 4
Koordinat sisteminde gonildiigi izere, 3TI II. bilgededir. Bu bolgede
kosindis degerleri negatif iken sintis degerleri pozitiftir,

0 halde yanda verilmig olan trigonometrik

dggenden  de  yararlanarak  istedifimiz
degerleri bulalm:
B 4 4 2
2 4
- \II'_ dir. {L_ £
Komsu D.K.U 9 s
ol = — =
Hipotenus. LI
EFY el L0 dwoox T AT
* Hipotenus. U SJDT—!:-IHI—E o it

Buldugumuz degerleri (*) ve (**) da yerlerine kovalum:

ir
x=r-cosf = x=4-cos—

= X = 4-|f—£]
|

2
— x=-242 dir.

}'zr-sinﬁ:}_}'sil-ﬁin%ﬂ-

Sonug olarak, D noktasimin kartezyen koordinatlan [—LE. Eaﬁ} dir.

ALISTIRMA 6 = (4, %}, {I,j?n} Ve {Eﬁ,i;} noktalanm  koordinat sisteminde

gasteriniz ve kantezyven koordinatlarm yazmz,
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; ir i g
ORNEK 16 =z =‘u'r-1--{’1.:clsT+e'5m Tﬂ.} saylsinl Z =X+ 3 bigiminde yazimz.

COZOM = z2=42. {nns'}% + i gin -'%} say1simi z = x + i bigiminde yazabilmek
igin,

cnsji ve sin— degerlerini hesaplamamz gerekmektedir,

&Y

Karmasik diizlemde goriildiigl (zere,
msgf defern negatf tken sin%FE

degeri pozitifiir. xOz iiggeninde xOz
agisimn Glglisi,

 Karsi DKLU

sind =

Hipotemus. U

Simdi buldugumuz cnssT’T VE singTr degerlerini,

z=42- I:L'l.‘r:i-%i + { 510 :}T'T} de verlerine koyalhm:



ORNEK 17 =

cOzZUM =

= ﬁ {cos330" +1sin 330" ) karmagik sayisim = = x + i bigiminde
YAZINIZ.

z=+3 (o5 330" +isin330") karmasik sayvisim z = x+ v bigiminde
yazabilmek igin, cos330° wve sin330" degerlerini hesaplamamz
gerekmektedir,

Karmagsik dilzlemde goriildiigi feere,
cos330" degeri pozitf iken sin330°
deger negatiftir.

ALISTIRMA 7 =

=Y

x0z tggeninde xOz agisimm dlgisii,
a = 360" — 8 = 3607 — 330" = 30" dir.

F
0 halde, ‘G

'UI'E 3 &i*

cos 330 = cos 30" = T dir,
1

| | P e o omSU DK
3in 330" = —sin 30" =i dir. e Hipotwnus. U

Boars LKLY

-
wo Hipotenus. L

Simdi, buldufumuz cos330° ve 5in330° deferlerini,
z =3 - (cos330° +isin330%)

de verlerine koyalim:

[

3-43 1
o 1"_1',"'_ + \'r?_ﬂ '[— EJI (L arpmamn toplvma izenne dagiima dzelig)

V3

z

-

i dir.

[ L

Asagida  kutupsal gosterimi verilen kammagik sayilan z=x+ wi
bigiminde yazimiz.
(A) 2 =4-{cuai'§-+4':iin-§] (B)z =5-{wa£§n‘aiu-ﬁf}
(C) z=6-(cos 300" +isin300")
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ORNEK 18 =

COZOM =

ALISTIRMA & =

®EUTUPSAL BICIMDEET! KARMASIK SAYILARLA ISLEMLER

Toplama ve Cikarma

z, =|z,|-(cos®, +isind) ve =z, =|z;|-(cosd, +isind,) bigiminde
verilmis iki karmagik saymn toplamim bulmak igin, bu sayilan Gnce
z=x+ ¥ (standart) sekline déniigtirmek gerekir. Diniisim sonunda
iki karmagik say1 toplamir. ki karmagik sayimn farkim bulmak igin ise,

diniisiim sonunda iki karmasik say1 birbirinden gikanlir.
Z; =ﬁ-{:m4Tﬁ+i5in%} ve oz, =1|"§-[m:ag+fsjn%] karmask
sayilarnin toplamim ve farkim bulunue.
6 643
2

V3,6 643, o
=D =-3-33i

z, =ﬁ*{m%+iﬂn%}=ﬁ{ﬂ+i]=l}-ﬁ+ﬂﬁ-i=ﬂ+ﬁi='u'rii'
2,42, = (=333 + (V3) = -3 - 33 + 3 = -3- 2430 dir.

2, =2, = (=3 = 330) = (y/3{) = =3 =33 = /3 = =3 = 443 dir.

4x . 4x 1
—ﬁ" ‘I ﬁ"
z, (cos— +isin—)}=6:(~—~—

z]=2-{mngx+iahgTI} Ve zz=3-{ms?—:+isin%] karmasik

sayilannin toplamim ve farkim bulunuz,

Carpma

z, =|z,|-(cos#, +isind) ve z,=|z,|-(cos#, +isind,) karmagik
sayilanmn garpimim bulalim:

2,02, = | |z| (cosd, +isind,)]-[ |z (cos8, +isind,)]
=|2]|-|31|-{Eﬂ5-§] +isind, ) (cosd, +isind, )
=l |-|za|-[( cos B, -cos B, —sin @, sin 8, )+ (cos B, -sin B, +sind, -cos B )i]
=|=|| '|i'1|'["3ﬂ5{5'1 + 8, )+ isin(@ +||5|'2}] olur,

Buna gire, z, -z, garpumnda

|z, 2;| =|2|-|z,|, aralz, - z,) = arg(z, ) + arg(z, ) = 8, + 6, dir.
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ORNEK 19 =

COZUM =

Kutupsal koordinatlan ile verilen z, =(r,8,}, z, =(r,8,) karmank
sayllan igin, z, -z,=(r, -y, 8, +0,) dir.

z= |z| {cosd + isin#) karmagik sayist igin,

z* = 7.z =|z]-|z]-[cos(O + 8) + isin(0+ 8)] = |2| " - (cos 20 + isin 26)

2 =2z =|o" |2 -[cos(20 + 8) + isin(20 + 8)] =|2[* - (cos 30 + isin 36)
dir,

Aym gekilde devam edilerek, p e N olmak lizere,
zf = |3|" {cospl+ismpl) oldugu gomilir. Bu i1s¢ De Moivre
formiilidir,

|z|=1 ise z=1-{cosB +isinB)=cosl +isinB dir.
zf ={cosh + isin0)" =cos pb + isin pb
s={Die Moivre formilii)

De Moivre formillli, p nin negatyf tam say olmasi durumunda da
gegerlidir. Sonug olarak, bu formiilil asagidaki gibi dzetleyebiliriz.

De Moivre Formiilii

z:|z|-(msﬂ+isinﬂ] oldufuna gire, ¥ ke Z igin,

' =" - (cos®+isin @) =|z|" - (coskd +isin kB) dur.

Bir karmasik sayimn kuvveti, karekokii, kipkoki, ... n koki
bulunurken De Moivre formiiliinden yararlamlir,

z, =2-(cos240° +isin 240°) Ve z, = 6-(cos150° +isin150")
karmagik sayilanmn ¢arpimim z = x + i biciminde yanmz.

Bu soruda z, -z, sayisimi z =x+ i bigiminde yazacafz.
z,-2,=|z,|-|z,|- [cos(8, + 8, ) +isin(8, +8,)]

2| =2, || =6 =|z||z|=2-6=12

B, =240°ve B, =150° =8, +0, = 240° +150° = 390° = 360° + 30°
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z,+2,= 12 [ cos(3607 + 30° )} +isin(3607 +307) ]
cos(360° +30") ve sin(360° + 30") yi hesaplayalim:
cos(360° +30") vi hesaplamak igin
cos(B, +8,) =cosh, -cosB, — sinB, -sinB, Gzdeglifini kullanalim.

cos(3607 +30") = cos360" - cos 30" ~ sin 360" -sin 30"

=1+00530" —0-5in 30" = cos 30" dir.
O halde, cos(360° +30°)= cos30" dir.

5in 390" = sin{360" + 30"} yvi hesaplayalim:

sin(360° +30°) = 5in 360" - cos 30° + cos 360" -5in 30°
=0-c0s530" +1-5in 30° = sin 30" dir.

o Komsu DK U Z,Z;, =12 {cos30" +isin 30 }dir.

= Hipotenus, LI .ullj
:M g g Iz {?"'IE}

Hipolemus. L

ipalemus, % _I_&ﬁ-‘-ﬁ] N

ALISTIRMA 9 = z, =3-(cos140" +isinl140") ve z, =2-(cosd0" +isin40°) karmasik
sayllarmim garpimim z = x + w bigiminde yvazimiz.

Carpma Isleminin Geometrik Yorunu

2, =a+bi=|z| -cish, ve 2, =c+di=|z,| cish,

kammasik sayilanimn, karmasik dizlemdeki
gortintiileri M ve L olsun.

Bi{l,0)olmak tizere. OBM iggenine benzer
olacak sekilde, OLR iicgenini gizelim:
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FaNE AN
OLR ~OBM  gldugundan,

or [0y _ [oR| _je|
loM] |oB | 1

= |08 =|z)|-|z.]

A —— ——
QLR ~ OBM = m(LOR) = m(BOM) = 8 oldugundan,
o e o~

m(BOR} = m(BOL) + m(LOR)=th+ =0+

Buna gbre, R noktasi, z,-z, =|z,| |z| [eos(@, +8,) +isin(8, +8,)]
carpimuinin, karmasik diizlemdeki goriintiisiidir.

z,-z, carpumimn, karmasik diizlemdeki goriintisind bulmak igin,
OBM Oggenine benzer olan OLR dggenini ¢cizmek yeter, R nokiasi,
=z, -z, nin gonintisidiir.

ORNEK 20 =z, =2(cos30° +isin30°) ve z, =4(cos60° +isin60°) karmasik
sayilannin carpuminin karmasik dizlemdeki gdniintfisiind peometrik
olarak bulunuz.

COZUM = zy ve z; karmasik sayilan, asagidaki karmasik  dizlemde
ghsterilmistir.

P P
4 |0B|=1 birim ve OLR~-OBM
RELT olmak  ifizere  OLR  iiggeni
[‘. gizildiginde; R noktasi, z, -z,
garpiminin goriintiisi olur.
3 il
lor| |oL] |oR| 4
ur B X = == Bl
& 1 te |oM| |oB T 2 1
=|oR|=2-4=%8
o~

m(BOR) =30 +60° =90° dir.
z, -z, = 2-4-[cos(30° + 60") + isin(30" +60")|
=H-(cos0" +18in90%)

=8-(0+i-1) =87 dur.
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ORNEK 21 = z, = 5-(cos25" +isin25"), =z, =2-(cos20° +isin20®) oldufuna

ghre z,:2, ¥1 z=x+y hgiminde yanmz.
COZOM = z,.z, =[r -(cos6, +isin8,)]- [, - (cosé, +isind,)]

=1, -1, [cos(B, + 6, ) +isin(#, +8,)]
ifadesinden yararlanarak yukanda sorulan soruyu gbzelim:
n=35,rn=2,08 =25 ve 8, = 20" olduguna gire,
z, 7, = 5-2-|cos(25° +20°) +isin(25° +20°)

=10-{cos45" +isin45")

R |
= [0 |

V242

=1'}.f£+f£} ,‘_|Lu.|‘_r.;__:|
2 2 Ja 2
Komsa LKL - lﬂﬁ i lﬂﬁ
ol s —, 2 2
Hipotenus, U
; Karas LI p
sind = 'ﬁF:l'—"_L_ = S'UII.E- + Sﬁi dir.

ORMNEK 22 = z=2 -f:n-sg +isin .;E]. ise z° iin esitini z = x + 3 bigiminde yazimz.

COZUM =  De Moivre formiiliinii

meZ igin =" =|z|" (cosf + isind)"™ =|:|'" Acosm @+ i sinmi)

kullanarak =* {in esitini hesaplayalim:

z? =2 --[cns]--g +isin3- §]=E-{cns1t + 18in )

z? =8-(=1+i-0) ==8 olur.
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(ORNEK 23 = ;=§,"’E[¢:{19|l}" +isin10%)olduguna gire =™ un egitini z=x+ i
bigiminde yazinz.

COZUM = De Moivre formilini kullanarak z™ u hesaplayalim:

i
. 1

z= 4" (cos10° +isin10") (U =xP)

3005
-0 z™ =[41{"}3‘1-&033(!-10“+isiu30-1ﬂ“‘]
! 4
i =gt =x'=x]

mm‘_ﬂmlﬂ = 4-{5.'{#53“”“ +i5i:|1 .:'!'m"}

Singien’-4)= - Sin 6
=4- [cos(360° —60° ) +isin(360" —607) ]
i cos(360" —a)= cosa; sin(360" —a) = —sina )

5

: 1 +3.
=d.- ﬁuu —1i5 Eﬂu =4- RN T
{eos isin 607} LE 5 i)

=2-2J31 dir.

i Komsu UKL
Hipoienus, L

Karsi DR

Hipotemu. 1]

cosi

Sl =
Not: 2™ =4-(cos300" +isin 300° ) olduguna gire cos300° ve sin 300°
yi hesaplamamz gerckmektedir.

Birim gemberden yararlanarak cos300° ve sin300° yi hesaplayabiliriz.

cos 30" = cos(—60") =% i

3

sin300" = sin(60") = -~

360605, -
N
O halde,
V. Bilge
;m=¢-ti—£"}=2_—z‘lrifdin almiis deperleri —w  megatif
9 3 Kosinis deerleri —s= pazitiftir
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Bilme
2 =|z)| - (cos, +isind) ve =z, =|z|-(cosd, +isind,) karmagik
sayllarmin bolimii,

I |z,|-(cos@, +isind,) |z,|-(cosB, +isin® )-(cosb, —isn@,)
Z, |z,|-{unsﬂ-‘1 +isind, ) |31|-{un5l}i +i1sinl, ) - (cos0, =isini,)

_ |:,| . [[c-nsﬂ, -cosll, — i* - sin @, -sin ;) + (—cosd, -sin B, + s, - cosb, }J'J

|1'E.|-{|:|r|-ﬁj B, +sin” 8,)
i Bl [
i
_|z|| -|{1:u5E|| sc0E By +5in B sminby b+ {sim B, ccosby — cos b - sin El,.]ni]

|.'-'.: | -1
|z [eost®, - 8,) +isin(g, - ,1]

|E:|
2|

- H [eosid, —&,)+isin(@ - 6,)] olur,

Buna giire, 20 bilimiinde,
=2

I

N
=E \ nrg[:—'jl =arg(z, ) —arg(z,) =& -@, dir.

Z

Kutupsal koordinatlan ile verilen =z, =(#.#) wve =z,=(r.8,)
karmasik sayilan igin, z, 1z, = (17, & —#,) dir.

Bilme fsleminin Geometrik Yorumu

7. =.f.r-+h.l'=|z||-.f_'i1.'-|9| ve Z, =¢,‘+di=|2=|-[;'i.51§|=

karmasik sayilanmn, karmasik
diizlemdeki gorintileri L ve M
dir. B(L0) olmak iizere; OMB
licgenine benzer olacak sekilde,
OLR lggenini gizelim:




ORNEK 24 =

COZUM =

P AN oL |oR|

OLR ~ OMB — =
M| |oB]
_ | _loA
ol 1
:;|GRE=|!f—'Inlur.
P "

m{ROL) = m{BOM) = 8, oldufundan,

o N i o
m(BOR)= m(BOL) - m{ROL)=8, - & dir.

Buna gire, R noktas, z—'=%-[{:ns[ﬂl—H3]+Isin(3,—5‘3]]
Rl

béliimiiniin, karmasik dizlemdek: gdriuntisidiir,

= biliimiiniin, karmagik dizlemdeki gorimtiisiing bulmak igin, OME
)

liggenine benzer olan, OLR iiggenini ¢izmek yeter. R noktasi, z, : z,
nin gorintisiddir.

Z, = Er-{n:u:rsljﬁ" +i5'm]35“::l ve z, =2 -{casﬁl:l" + isiﬂﬁﬂ“] karmasik
sayilari  veriliyor. = !z, biliminin  karmanik  dilzlemdeki
gorintiisiinii, geometrik olarak bulunuz.

Z| VC 24 karmasik sayilan, asagidaki karmasik
diizlemde gisten|mistir.

LN
|E?B|=] birim ve OLR ~ OMRB
olmak izere, OLR liggeni
gizildiginde; R noktasi, z, :z,
biliimiiniin gérlintiisii olur.

= |OR| =3 birimdir.
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o~ A~ A
m(BOR) = m(BOL) - m{BOM)=135° - 60° = 75° dir.

LI g.[mg{lélﬁ" ~60° )+ isin(135° - 60° |

zl
—3-[c0s75° +isin75" ) dir.
ORNEK 25~  z, =2.[cos240° +isin240°)  ve 2, =6-(cos150° +isin150")
karmasik  sayilanmn 8 biliimiinii x+ pi bigiminde ( standart
3
bigimde) yazimz.
COZUM = z,=2-(cos240° +isin240° )= |z,| = 2, 8, = 240°
z, = 6-(cos150° +isin150° )= |z,[ = 6, 0, =150°

2 o, 0, visn0, )

<3 |:

L. %.[{m;{l#[l-" -150° }}+ isin[!dﬂ“ ol 5{}“}]

1

=+ (cos90° +isin90°) air.

it vi standart bigimde yazalim:

%2
Zi_ L (eos90° +isin90°)= L (0+i) =i olur.
z, 3 3 3

ORMNEK 26 = z=4.cis30" =4- [m:-ﬂﬂ" + is{n]ﬂ"'} karmagik sayisinin, garpma
isleming gore tersini bulunuz.

COZUM = Yukanda verilen soruyu iki farkl yolla ¢ozebiliriz.
L. Yol:
z=4-(cos30° +isin30° )= |z = 4, B =30°

z karmasik sayisimnm carpmaya gore tersi, z”' _1 dir.
z

4 1 1-fcos 30° —isin 30° )

" 4 fos30° +isin30°)  4-fcos30° +isin 30° ) oo 30° —isim 30°)
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Ly | ~ cos30" —isin30" 1. mslﬂ-ﬂ“—isinﬂ-l}j

~ 4:{cos’ 30° +sin” 30°) .
«—{cos” B+sin” B =1)
eI, =gl ar)eisnlao)
-30°
l"‘-\ = % [ 5{345[;" 30° ]+|sm{36'|] - 30" }]
% (cos330° +isin330°) dir.
I1. Yal:
1 cos 3607 +isin 3607

ALISTIRMA 10 =

ORNEK 27 =

COZOM =

4 (cos30” +isin30")  4-{cos30® +isin 30")

i | =cos 0% +isin 3607 )
- & Jcos(360° —30°) + i sin(360° - 30°)]

i—{ ki karmasik saymun bdlimii)
-% (cos330° +isin330") dir.

Asafidaki ahistirmalan yapmiz:
(A} :=4~f_‘:'.~.'§ karmasik sayisin carpma iglemine gére tersini

bulunuz ve elde ettiginiz karmasik sayiy1 x + » bigiminde yazimez.

(B) =, =4-[m53[l“ + isinBH"] Ye Z; =ﬁ-|:1:mlﬂﬂ“ +iain15ﬂ"}

karmasgik a-.u}rllﬂnmn balimiint x+ y bigiminde yazimz.

=z

2

z =E-(m5£+e’glnﬂ] ve z, =4-[—+Isin2—ﬂ] oldufuna gire
f f 3 3

=i
Iz

vi x+ vi bigiminde yazimz.

o/ B {cosé, +{5ilnﬁ',]l =i-[nm(ﬂ, - @, ) +isin(@, -, )] den
Z; r:-licnﬂﬂz +r'3mﬂ‘:} "y '

yararlanarak yukanda sorulan soruyu cevaplayacagz.
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r =8 r=4, H|=j?r"r &, =ET olduguna gire ,

B - [cns?ﬂsm—]

] i
- ( - J
4. "E}E—+!ﬁ1n—
3
L. | 5w 27
——— +:sm s e
6 3
I Zh
.[i‘r 4}:]
~———- +Hm ———
i i
A
Con o 0wt DKL) =1-(ﬂus—+mm—]
[ee—T
K DKL
Tk Flipaaenari = 1-[£+lrJ
2 2
2.43 2
— +—1
2 2
=+/3 +{ dir.

® KARMASIK SAYILARIN KAREKOKU VE KUPKOKTT

Karckiik:

Bir Karmasik Sayimin KarekGki

zusl ve u' =z ise, u karmamk sayisma, z karmasik SAYISININ
karekikii demir.

z=|zflcos @+ isingl) karmagik savisiun  karekiklerini,
gosterirsek;

2o =4l [.:ng, isin %] 5 =4 [m{%hrr]ﬂ'sin[% +n]] olur.

z, .2, ile

z=|z|-lcos@ +isin@), w=|u|-(cose+isina| olsun.
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u,z nin karckokil ise,
w=z= [ |u| [cos e +isi.11u:|]1= H (cosB+isinf)
= |a.r|“r -(cos 2 + isin 2a) = |z| -|cos@ +isin &)

4—(De Moivre Formillil)
= =l ve 2e=6+k-27

::*l:-t|=JH ve {I=g+k-ﬂ' olur.

k=10 ise, ﬂ’:i:|I oldufundan, karekdk, u, :JH.[;;W%“S{“%];
. g - -
k =11se, tx=5+:r oldugundan, karekok,

= ﬂ.[m{gu}fsangmﬂ ol

z=|z|-(cos @ +isin#) sayisimm karekikleri,
uy =,I|’|H.[m§+:siug] ve u, =.,.|"|;|r[cns[g+nj+.rsin[g+ﬂ]:| dir.

k=2 igin, ﬂ=%+2ﬂ' olur.
O halde, cn&[ﬁ+h]:m£, :al'r1['|2+1:|r]:!'.inE
2 2 2 2

oldugundan, & =2 igin bulunan kik, w, kiokine esit olur. k nin dteki
degerleri igin bulunan kdkler de u,, u, kiklerinden birine esit olur.
Buna gire, z karmagik sayisinin karekSkleri, u, ve u, dir.
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sanal v

z karmagik sayisi ve z nin z .z

karekikleri, wandaki karmasik
diizlemde gdsterilmistir.
z karmamk sayismmm  z,,z,

karekfikleri, O baglangic noktasina

(orijine)
simetrifidir,

£

gire

ORNEK 28 = z=4.|cos ITH + {sin %J karmasik sayisinin karekdklerini bulunue.

COZUM = =z 4-[:nssz+i'sinETFJ

o o R
z=4.pis| — | tiir.
m[}]

z nin karekdklen u olduguna gire,

uw =z=4-cfs[2Tf—lhr] s ke {0,1} dir.

i =4}5 -cis[%-[?+ Ekn:]]

= 2~cis[l-2—n+l-lkm] — 2-cis[£+kn]
T T 3 i

k=0 igin, u, —E'E!'S%—E'[CE}EE'H:SWE]

3

3 3
1
=13. l+|£ =2-l+1-£i . oD
2 2 2 2 s Hipoveniil)
=] 4_‘.,[37;' dir, i o F DL
o [T
k=1 igin,
Yi uz = E'Ei{g'FE]
U =2--::is[ﬂ+hj
473 i3 w -5(411:)
Ky WY g =2-ci8§ —
¥ 3
=2-[:m£+i’5in4—}r]... ")
L 3 ?
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s 4; .4 -
Birim ¢emberden  vararlanarak, CEIETT Ve smTE degerlerini

hesaplayalim. 4TH karmasik diizlemde 111 bilgededir. Burada kosiniis

ve siniis negatif degerlere sahiptir, (Mot:
cos(m+al=—cosw ve sin(m+o)=-sina)

4x . f k)
08— = COS(N + =) = — 05— = —= dir.
3 3 3 2
sinE = Siﬂ('ﬁ+£}= —3in£= ——3 dir,

3 3 3

Buldugumuz defierleri (*) da verine

koyalim.
| -y
e My = '[(%JH[_;SH:"' 3idir.
[— U ve u, orijine gore birbirinin simetrigidir.,

ORMNEEK 29 =  z=1++/3i karmasik say1simin karekdklerini bulunuz.

COZOM = z=1+3i=Re(z)=x=1ve m(z)=y=43

vy =41 +(3)7 =443 = =24,

="
qﬁ ) B e=lridi Karmagk dizlemde gorildOfi izere,
: r=1+ u'rir' karmasik BAYIS] .
: bélgededir.
Y8 4
0 1
O halde,
0% < 8 < 90" dir. ....(*)

: __KamDK.U
mnﬁ=i=£=1ﬁ tir. .... (**) e = omia DKLU
X

tan60° =43
(*) ve (**) den dolay1, 8 = 60° dir. (et < oy DKL
T Hipotemis
_ Kars DKL
HippersidelS,

Hlad
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Simdi buldugumuz deferleri, = =|z|r{cnsﬁ+fsinﬂ'} da  verlerine

koyahm:
z=2{cosb0® +isin 60" ) dir,

z karmasik sayi1sinin karekdklen, z, ve z, dir.

=z, say1sim bulalim:

u ]

Z; = V2 {cusﬁ%+ i5in ﬁg

)

— zp = :| -in:m%+ r'smg i

Ya
2.,V =2 -(cos30" +isin30°)
Vil
=2t —i
I{Z 5
300
) X =ﬁ-£+£i (42 -yb=vab)
O 2 2
J6 A7 -
=—+—1 dir.
2
1I=ﬁ-[m5fﬁg +1B0" ) +1 sin[ﬁg +1E|T}]

—z, =‘IH-|:{mg+lEﬂ“}+:i:m[g+1m“] )

=2 (cos 210" +isin210")

=214
r’f\\] — 05210 Ve sin 2107 degerlenm

hesaplayalim:

Z=xty Karmagik dizlemde poriildifi {zere,
cos2107 ve sin 210" nin degerleri negatiftir.

x0)z, liggeninde, xOz, acisinin Blgiisi,
o= 210" -180" = 30" dir.

O halde,

V3

cos 2 10" =—cos 30" =—T' dir.
sin 210" =—sin 30" =—lz dir,
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Simdi bulduﬁumux cos 210" ve sin210° dn:gt,‘:rll.;‘:ﬁn:i,
z, =+/2 (cos210" +1sin210°)

Ly

z karmasik sayisimn karekdkleri z; ve z, orifine gore birbirinin
simetrigidir.

ORNEK 30 = z=2-2/3i karmasik sayisimin karekdklerini bulunuz.

COZIM = z=2-243i sayisinin kutupsal gisterimini bulalim:

I—Eﬁr'::-Ru{z}:.r:Z v fm{z]=_v=—2~.@

b
-

o= VFT75 = =T+ 27
B}{r'”ﬂ,‘hl? =1f4+4.3=ﬁ=4 tilr.

Karmasik diizlemde gonildigi izere =
o e - karmasik sayisi [V. bolgededir.
=T O o

B

0 halde,%” <8 <2x dir...(*

1an & =l=ﬂ=_.ﬁ tilr,...(**)
X 2
(*) ve (**) den dolay1, & = x 1
o= tiir. I
5 s : e KusDKU o«

Simdi buldugumuz d-l:g:rl:rn_. Tamidd = p——a Im? ﬁlﬁ‘-’

7 =2+ (cosd + ising) _ Komss D.K.U
da yerine koyalim: S i,
:=4-[cm5i+e'sin5i} tilr. St wSIH DEL,

3 3 HipoterisL
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z karmasik say1sinin karckokleri, z, ve z, dir.

(st s
Z, =+/4. ms%“s&n% {2, =1|H-{cmg+is.in%:-

Y

= 2-{1:&521{ +fsin~5§-} dir.

Ay cnsj?ﬂ- Ve 55:‘|5—'FLr degerlerini
st Al . hesaplayalim:
R % Karmasik diizlemde goriildiifi izere,
! a _“‘IMTF mﬁﬁ?ﬂ defieri negatif iken, sinS—JT
L ' degeri pozitiftir,

%, 0z, lggeninde x Oz, agisimn &lgiisin o :

g=F—-——=—-—-——=—dnr
B 6 6 6
O halde,
enﬁ§£=—cm£:—£ dit,
z

, S5 .2 1
sin— =sIn— =— dir.

f 6 2

Simdi  buldugumuwe cns%
sin . degerlerini,

s, . 5w
;= 2+ [cOf8— +185in—
6 6 )

da yerlerine koyalm:

..=31—?+Ef}
-23 2,
2 32

=—3+i dir.
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L S_ﬂ 5_?1;
2,:1"1-::13 w-?-'-+:|t +1sin -3'-+rr
e 2 2
L
__.""_'H. B xl i
) B = S et = M b Lgengsdian
E iz ‘]H[Eﬂﬂ_z+:h'j L5Irl[2+rj],
5 2
| PR, =1-[cus[£+:]+igin[§’_‘+ﬂj]
I . 6 5
A AR TR |
1lx

=2:{cos 5 +i'5illl:_f1dlr.

ms-l—:i{r- ve s:invl-‘-;-{ degerlerini hesaplayalim:

Karmasik dizlemde gonildigl lzere, l:::rs% degen1 pozitif iken,

simn % degeri negatiftir,

xlﬂzl tiegeninde .t,ﬂzl agismn dleiisi o :

1l 127 1lx s
= - =— dir.
b o f fr

Simdi buldufumuz mml-:r ve

¥ A 1
sin TJT degerlerini,

1lx B F:4

z = 1-{1:{:5? + I8N T}da

verlerine kovalhim:

2 2
22
R
=3 —i dir
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z=2-243i karmagik sayisimin karekdkleri:
I, =—3+i
z, =\|"§—.! dir.

Buldugumue degerlerin dogru olup olmadifim kontrol edelim:

z=z; ve z=z olmaldir.

Ik tnce, :-:=:-:: nin dogru olup olmadigm kontrol edelim:
z=2-23ivez,=—3+i = z=1z
(2-2430) = (34
= (-3 2 (1) i+ (@ +b)® =a? +2ab+b?)
= 3-243i-1
= 22437 dir.
O halde, z= 2-243i karmasik sayisnm karckiklerinden biri
z, =—v3 +i dir.
Simdi z =2z nin dofru olup olmadifini kontrol edelim:
z=2-243i ve Z; =3-i =z=z

(2—-2431)=(¥3-i)’

- (W3 =243 04 e ({a—b)? =a? —2ab+b?)
=3-243i-1
= 2-24/3i dir.

O halde, z= 2—2«:‘5! karmasik sayisimn karekklerinden ikincisi
z, =3 —i dir.
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ORMNEK 31 =  z=-9 karmasik sayisinin karekiiklerini bulunuz.

COZUM = llk énce z = -9 karmasik sayisimn kutupsal gésterimini bulalim:

$? z karmasik savismin kutpsal ghsterimi,
z =|z|-(cos @ + isinf)
seklinde olacaktr.
s = O halde, |:| ve & degerlenni bulmamiz
yu - gerekmektedir.
X

z=-0+0.i= Reiz)=x=-9 ve fm{z)=v=0 dir.
karmasik ditzlemde gorilldigi deere, & =1 dir,

O halde,
z =|:|-1'1:u5£i'+:'sinﬂ"} = z=9-(cosm +isin.T)

=z = -9 karmagik sayisimn karekdklerinden z, 1 bulahim:
y

i =3 - 24H-[ﬂfﬂ§+fﬁ.iﬂ§} dit,

() halde,
5‘-_% Z, = ﬁ-(cns%ﬂ'sing]
R =3-(0+i-1)
=3i dir.

= =-9 karmagik sayisinin karekbklerinden z, i bulahim:
'
z = JHELU.{%+ :i'r]+:'$in|k§+;r] ] dir,
¥
() halde,
" P TP i
= /3| cO8{ —+m |+isin| —+m
=V [oof Zoneisinl Z4x) ]
: =3-lcns%+:’sin%ﬂr]

=3.[0+i-(-1)]
=-Ji dir.
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7 =-9 karmasik sayismin karekokleri:
z, =3
z, ==3 dir,

ALISTIRMA |1 = z,=3i ve z =-3i kamagk sayilannm r=-9 karmagk
savisimn karekdkleri olup olmadigim kontrol ediniz.

ORNEK 32 = =4/ karmasik sayisimin karekdklerini bulunuz.

COZUM =z karmasik sayisimn karckokleri:

2, =ﬁ-[cmg+isin§] T b

- _-ng[m{g +:-'!'] +jsin[-§+g}i| dir...("*)

Yukanda ponildifi  dzere, |z| ve & degerderini bulmamz

gerekmektedir.
v
il e t=0+di=x=0ve y=4

A= 57 = =078

= |z|= 42 — 4

[ =—:
3 - Karmasik diizlemde gbrildilgll fzere,
X
, §=2 dir,
2

Buldugumuz degerleri (*) ve (**) da verlenne koyalim:

[k dnee, z, karmasik sayisim bulalim:

I f3ifl

B (b | B

—
g, = o4 | cOs

Komsu DKLU
05 =
HipotenisU'.
. karsi DKL
SiNG = ——
Hipoteniisl/,

= ofF 021 dir, A
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simdi, =, karmagik sayisim bulalim:

b3 | By

+ i

b o |

d¥ oz =44 cos| =+ |+sin

bt

L i

4
X 4 E. =2.[cns[5+ n]+isin[£+ﬂ] ]

-

= 2-[¢:}5[£ +d—ﬂ]+isin(£+ﬂ] ]
4 4 4 4

2| =2-[c055—m+5in5—mi]..-{'"}
4 4

X

cc:ﬁsTﬁ ve sin%r degerlerim hesaplayalim:

Karmasik diizlemde goriildiigi fizere cm% ve sinﬁTﬂ- degerleri

negatiftir.
%0z, Geggeninde x, 02, agisimn dlgiisii,
an S5modnm o omo
=——N=———=— tiir.

4 4 4 4

O halde,

mq'ir - [E] = _L dir
1)\

Simdi buldufumuz degerleri (***) da verlerine koyahm:

5S¢ .. 51
" =2 msT +:5mT

L)

5 _i_ 1 .
RGN
242 247
- R
S CR e =-+2-42 dir.

Z, =J2+42i we Z, = 242§ karmagik sayilanmin  z =4
karmasik savisimin karekdkleri olup olmadifim kontrol ediniz,
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ALISTIRMA 12 = Asafnida verilen karmagik sayilann karekdklerini bulunuz,

ORNEK 3131 =

COZIIM =

ORNEK 34 =

COZUM =

(A)z=3 (B):z=6i (C) z=2-(cos120° +isin120")
(D) z="5-(cos46” +1sin 46%)

(Mot: Kosinis ve siniis deferlerini bulmak igin trigonometrik tablodan
yararlammniz. )

r negatif bir gergek sayi i1se Jr=iv—r dir.

V=1 degerini bulunuz,
Yukanda verdifimiz tamima gdre,
q'r_—:1|'—{ —hl"_—rdar

Tamm kullanmadan da bu sonucu bulabiliriz. i =-1 oldugunu
biliyoruz. O halde,

F-1= ill'_ (it —I =i'=i=0+i dir.
Asagdala karmasik sayilan z = x+ pi bigiminde yaznmz.

A) V-64 B) (-2} C) V-25.4-9

A) V=64 =i/~ (—64) =iv64 = i-8= 0+ 8idir.
veya
V=64 =i 64 =i & = (7 8% =i .87 =gi= 0480 dir
—{(a” -b"]rL:‘ =35!'i -h?;}=al-hl =ah)
B w=@=ﬂ=im= VA =2i =042 dir,
veya
V(=20 =44 =427 7 =2i = 0+ 2i dir.

C) V=25-4/-9 =7

1"—_25—1#'_ 5i
5o 3} V=25-4/-9=5{-3i =15 =15-(-I)=-1

=-15+0¢ dir.
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ALISTIEMA 13 = Asafmdala karmagsik sayilan z = x + yi seklinde yazmez.

A) V=16 ++-64 B) _?1
C)v-8-+8 D) 4= 25 /=100
Kiipkik

Kiipkiik

z, ue C ve u =z ise, w sayising, z nin kiipkikii denir, Buna
gire, z nin kiipkdklen w,, u, ve u, dir.

z =|z|-l:ms.fi'+ isin®) karmagik sayisimin kiipkikler =z, 2, ve z,
ile gisterilirse,

z =i {m§+ i'ﬂingj
z =-i1l|'H -[cns{%+1%]+.‘sin[£+2—x}]

3173
z =y [ms{g + “T") +:'ain{§ N %}] olut.

z=|z|-(cos@ +isind), u=|u-(cosa+isina) olsun,
W =I
[|u|~{m5&+i'si|1cr}]}= \z|-(cos# +isind)
" - (cos3a + isin3a)= |z|-(cos @ +isin @)  +(De Moivre Formili)

O halde, |1.r|EI =z =:a-|u|= |z|
3&=H+k-1ar=:ra'=g+k-% olur.
z nin kiipkikleri,

k=0igin & =g oldugundan,

i, =‘{‘|H-{cmg+isin§] tir.
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ORNEK 35 =

COZUM

—

k=1 igin ﬂr=%+2?ﬂr oldugundan,
W = .{J"H [cm‘{g + E_T'T]I + fsin{% + 2{ }l] bir,
g 2:2x 8 4x

k=2 igin a =§+ 3 =.T+.T oldugundan,
i = #.'IH : [::ns[§+ %"j +i$inf§ +4T”]] Liir.

32 @

e & i
k=3 & =t =;+E}I oldugundan,

a iaa e 9
iy = HH - [ewsi 5 2 Hisin(s 2x)] tiir,

cns(g+ n) = Eﬂﬁ%: sin{g +2m) = sing oldufundan

k=3 igin bulunan kdk, u, ile aym olur. & 23 degerlen igin bulunan
kikler de w,,u ve uw, kiklennden birine ¢git olmaktadir.

= = Bi sayisiumn kiipkéklerini bulunuoz.

=58  karmamk sayismin  gOrintisi

P_| Z~8i Polsun, Biiyiikligi & ve arglimenti 90°
oldufundan z = 8. cis90" dir.

a” Verilen karmasik sayimin kiip kiklerini,

(=

f— = U =¥1’_¢iﬂ[@}' ké{ﬂ,], 2;

den yararlanarak bulacagz

r=8 0=90" ise u =L@:i{w],ke{:}, 1, 2} dir.

k=0 fein,

unzﬁciﬁ-[gg ]
%" .. 9° -
=%I'E-[ms 3 +181n 3 ] 1

W cosf = Komsu D.K.U
= 2 [cos 30 +ﬁlsm]lJ } —__H:}mm-mhu.
3] sty .
=1-[£——F =‘HE+1 i dir. Sl = Karsi DK.L
2 2 s Hipgrariis [V,
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ORNEK 36 =

COZUM

k=1 icin,

o u, =l-cis[—gn ;3&} J

i = 1 r CIIE]. 5'::]':'

L

x

=2+{cos150" +isin150")

=1'[_f+%]

Lz
= —f3 +idir.
k=2 jcin,
; [m" +1-35‘U“J
u, =2 ¢is T

=2 (cos270° +isin 270")

=2.[0+i-(-1)]=-2i dir.

=  r karmagik sayvisinin kiipkdkleri:
LY

I3 4430
P e

= =—+/3 + 3¢ sayisinin kiipkdklerini bulunuz,

Zy = ﬂﬂ-{msgﬂsin g}

E z, =Hﬂ~[cm{§+%‘]+fs:in[§+ziﬂ

3

4

Ar = = . 1 E 4_';‘: 72 E 4_;? 11
g . zZ; = {fﬂ [ﬂﬂb{3 - 3 J|+Hﬂr||[?r + 3 ]] tiir.

- e

K

Yukanda gorildifld Geere, |z| ve # deferlerini  bulmamiz

gerckmektedir.

z=—'u".i+~."§i = Rt:{:}=x=—\|"§ Ve fm[:]=_}'=~.'r§

= 37 = || = (-3 +(VB) =B+3=6=6"

Karmasik dilzlemde gdrilldigi tezere, = karmasik sayvisi 11, bilgededir,
{Mot: Re(z) <0 ve Jm(z)=0)
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O halde, %-cﬂ-:ﬁ dir...(*) C

tanﬁ'———i——l dir...(**) L I

—5 : :

(*) ve (**) den dolayi, @ = ETE tiir.

: 4

A x t B

and = Boarn DREC U

Koweru DU

z,, kiipkdkiinii bulalim: .
a =]
4
W) (3
4 . K.k 3 Ir
2, = 6% .| cos <+ |+isin| & ={5*-}’]{'-L+:u5 ﬁhsm—]'
k! 12 12
[N |
¥y samal ehsen =67 -(cos— +isin =)
- 4 4
p = ﬁ-"
P 4] =6}£-Lcﬂ3£+:’sini}
4 4
)
- 6% cis = 1,
- d
3 X
¢ reel eksen

z, kilpkokiini bulalim:
I, = ’,‘I'H [Lu:-:{E +2—F‘1 +J"s:it1{E + E—EJ]

[ 3/ 1 3

=62 -[cos( n+—}+ [—+—]]
g/ f H.:r} 12
T HJ H}

11
=617 [ma[—+?—2]+ sm{E—Eﬁi}]

1l

1l RAE
fr*‘ {ms—ﬂsm—}
12 12
“oox v 1lx
= 6%« cfy — dir.
12
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z, kiipkikiini bulalim:

@ 4z . @ 4x
Ay = :«:rms—+—— +IEIH—+—
] -leos( +=7) +isin(S +=5)]
19 }'.Iﬁ'k' [ b{—+—}+ sin {3—E+4—ﬂ-}]
12 - 3
i -\-\\.I & I‘:I {4}
! 11
e l =-E|.E.; - |lcos .E:E +l§l.?r.. +75in EE.-*EE
oSty + ) +isin( +5n)]
=&’L3-{mblgf fsinlgﬂ.]
12 12
19
2, =(69,—) =% .cis—% dir
12
ORMNEK 37 = z' =1 denklemini giiziiniiz.
CozOM = Yukanda verilen soruyu iki farkh yolla gozecegiz.
l. Yol:
'y
=t =1 ise :=1’!':'
1=1-¢is} oldugundan,
1 = (cis0)
= , [ﬂ+k-2;r]
= O —m————
3
=.:a-s[*'l”], kel 1, 2} dir
J=cisﬂ=l dir.
. } {‘IEE—{!DEE+FS-1H—E=—l+£F' dir.
3 3 3 3 2 2
2”]=m’s£=cn54—#+fslnﬂ= —l—ﬁf dir.
3 3 i 2 2

O halde, z* =1 denkleminin karmagik sayilar kilmesinde z,, z, ve z,
gibi tig tane kokil vardir.
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IL. Yol:

=|z|-[ﬂmﬁ' +:'sin£"}=|z|-f£r|!i'
4

Z, :|z -ua::'.r'.grE
3

=]z -m(§+%}

2, =[af-cis( +20)

24,2, ve& z, degerlerini hesaplaymz,

ALISTIRMA 14 = =z =27/ sayisinm kiipkiklerini bulumuz.
z = x+ yi Karmagik Sayisimin Kéklerini Bulmak Icin Genel Kural

Once karmagik sayiy1 z = |11 -cis(# + 2kx) kutupsal bigiminde yazalim.

1
z sayisimn n. kokleri w ise w=1‘|'1?|=|z|! demektir. = nin degeri
yerine yazlirsa,

= |.--.:|-l [cis(®+k-2m)]s

W=|z

.. f.'l.'i!|: (0+k- Eﬂ}]

i -cis 22T g _0,1,2,...., (n—1) elde edilir

Uyari: Mutlak defeni r, argiimenti & olan bir karmagik sayinm n
tane kikil vardir. Bunlann mutlak dederleri {,'H ve bir tanesinin

‘7‘ argliimenti E dir. Oteki kokler E ve, — 2“ _ 360
n n

eklenerek bulunur. Bu kﬂklenn giriintiileri, afwhk merkezi
baglangic noktasinda olan »  kenarh bir dizgin cokgenin
koseleridir,

nin tam katlan
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ORNEK 38 = ==4. {ms% + isin %J sayisinin karekoklerini bulalm:

3 ; [ ; |
cozimM = 2 =|dfr foosE 2Ty 4 rsin2EE2E)) ke {0, 1, n—1} dir
H H
. 1 : .
25 ={fs -[n:crs{ﬂ+ X ITI:_']+i5in{E— ¥ EIJ]‘ k e {0,1,...., n—1} dir,
T n "

w | .
z —4-1’-::{3-5E+15.m:‘,| =:-|:|—4 ve {I_E tiir.
3

z karmasik sayisinin karckoklen olan z; ve z, karmasik sayilanm

bulacagiz.
4 T
| -, g -~ T
8 P e I ISR O RS | PR
2 2
k=10 igin,
3 x 0:-2¢. . .x 0-2r
gy =4 -{msE+ :I—IS:II'II:E-I-T ]
2g =(xg + Ypi) -
=2.(cos—+isin—)
(& £
= _1.{£+l- b
s . > F3Y
]
=1|"§+:' dir.
k=1 igin,
‘J'
T_: E|=4'L:'; '[i:{:lﬁ{%+ l-lf:l+|'ﬁin{%+%}]
i‘_,'_l ;" - -2-[m5[%+r!|+fsjn{%+fﬂ
i R
:, =2-[cn5[%+ﬁ?}r]+isin{%+ﬂ?}r}]
R ] L[] ¥i T .. Ix
2.3y HI-{msF+ :sm?}
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cm% ve sin%r degerlerini hesaplayalim:

Karmasik dizlemde gorildifi deere ms'%r ve xx'mr'll?'FI degerleri
negatifir.

%0z, liggeninde x,0z, agisinm olgisi «,

u=7—“—n=3 dar.
6 [
O halde,
Tn T 3
e — =——d
cos {E] e

Simdi buldugumuz m:a%r Ve sin??# degerlerini,

z, =2-[m5%+isin%}

da yerlerine koyalim:

__ W3 2,
2 2
=—3-i dir
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ARASTIRMALAR

2+ 2

J5-5i

.1 s
2) z=r-cis@ ise — neye egitir?

i

1)

savisinin kutupsal bigimi nedir?

3 z=4+4 kammasik savisimin esas argimentt & ise sin2@ min
degen nedir?

4) z karmagk sayisinn karekdklerinin gonintiileri arasmdaki iliskiyi
agiklaymiz.

5) z karmasik sayisimn  kipkiklerinin - giriiniiilerini karmasik
diizlemnde belirttikten sonra bu noktalan birlestirdigimiz zaman elde
ettifiniz geometrik seklin ne oldufunu nedenlernyle birlikte yazimz.

6) z° =81-cis240" ise =z, z,, z, ve =z, sayilanm bulunuz ve
geometnk olarak yorumlayimz,

BOLUMUN OZETI
¥
L r=r+4 1 karmasik savisimin, karmasik
e diizlemdeki giriintiisii M(r,8) nokiasidir.
- OM ile Ox ckseninin olusturdugu agimin
8 I x  olglisdl & olsun.
(K 1 o
z  karmagik  saysmm, =z =|z|-(cos@+isinB) = r-(cosB+isin @)

bigiminde  ifade  edilmesine karmasik  sayiin  kutupsal
(trigonomeirik) gisterimi denir.

Yukanda ifade edilen esitlikleri saflayan & reel sayisina z min
arglimenti denir ve arg(z) =& bigiminde ghsterilir, 0= & < 27 ise &
va karmasik sayinin esas argiimenti denir.

Karmasik saymin mutlak defer ve argiimentinden olusan ikiliye bu
sayimn Kutupsal koordinatlan denir ve {|z| E]|=[r1lil}hi:,:imindl:

givsterilir.
= |z| -(cos# +isind) savisy, z = |:| -cis# bigiminde de vazilabilir.

0<&=<2x 15 z karmasik sayvisimin kutupsal bigimde genel yamhs
z =|o|- [cos(B+ k- 2m) + isin(B+ k- 2m)] olur. (k € Z)
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Kutupsal Bicimde Yanhslara Gire islemler:
z, =|z1|~{unﬂ1 +isin@,) ve z, =|..':1|-['::-|:|ui-f.-}z +isin®,) olsun.

2 31=|31| |zi|-[ms{ﬂl+ﬂzj+is1'.m[ﬁ1 +Ht}]

5 _fl [eos(8, —8,)+isin(8, —6,)] dir.
2, |z=|
De Moivre Formiilii:

z=|z|- (cos@ +isin#) oldufuna gire, ¥m e Z igin,
z" =z - (cos@ +isin#)" =z - (cosmb +isinmB) dir.

Karmasik Sayilarin Karekikii:
I= |z|-|[n:u3||5|'+i'5in|!5'] karmasik sayisimn karekikler =, z, ise,

N -
z, = .|||Iz| -{cnsiﬂmnij

8 .. B .
Z _‘\IIH'[':“E"' n]+1su:|[5+ ﬂ}l] dir.

Karmagsik Savilarin Kiipkikii:
z = |z|-(cos @ + isin ) karmagik sayisinun kiipkokleri z,, z,, z, ise,

zu=yH-(:m§+fsmg}

z, ={H-[¢ns£+£}+ish{§+%}]
& dx 4
- = =+ =29] olur.
z, = zJI'_[ms + ]+ sm(3+3}]-:uur
DEGERLENDIRME SORULARI

1} z=3+3 sayvisimin kutupsal koordinatlarm yazimz,

A) (W2,37) B) (3v2,2x) C) (2.9
D) m’i,%} E) (342 .%1

2) Kutupsal koordinatlan {4,%} olan karmagsik sayiun kartezyen
koordinatlan asafndakilerden hangisidir?

A) (1, % B) (, %} ) 2, 23
V3 1
D)2 ) B 5)
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3 z= 2+2~|Ei- karmasik sayisimn genel kutupsal gosterimi nedir?
A)z=2. m(’—g+ k-2m) + isin[i—;+k-2m}}

B)z=2- m:a{§+ k-2m)+ isin(EH; -211:]i|

C) z=4- nm[“_;ﬂ:-zn} + isin{%+k-2n}]

D) z=4- m[l; k20 + isim[g+ I::-i'n:]]

E) z=4- m{l;+k-1nj+ isin[i—;+k-2n}}

4) z=-2 karmasik sayrsimn kutupsal bigimde gosterimi nedir?
ﬁ}z=2-{cns%+isin%] B) z=2 (cosm + isin®)
C)z=2-(cosh + isin0) D]:-.:E-{:mng-is-in;]

E) z=2-(cos>F+isin=r)
6 6

5) Kutupsal koordinatlan (8, %] olan karmagik sayi agafidakilerden

arisid
A)2+i Di—-1+i O 1++43i D) 4+43i E)1+%

6) z= 2-{-::15% + isin;:] karmasgik sayisimin esas argiimenti nedir?
T n Tz L

7) Kutupsal bigimde verilen z=E-{cns% + is'm%:} karmagik
sayisimin x4+ w bigiminde (standart bigimde) yazilisi nedir?

A) -3+ 4i B) &+ 2i C) —243+2i
D} 3 +4i E) 443 + 4
2n ., In ™ .. & .
) z|=3-{cusT+|3mT} Ve z;=4-{cnsE+lsmE}ulduguna
gore z, -z, ¢arpuminin 2 = x+ i bigiminde yazilisi nedir?
A) —+3 46 B) 643 + 6 C) — 643 + 6
D) 43 +i E) -3-i
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9 ﬁ /=20 karmagik sayisimin x + pi bigiminde yazihgi nedir?

A) V3 +20i B) v—3 —+/20i C) —3—20i
D) - 2415 +0i E) 415+ 2

10) zj=1-[ﬁu55—m+i3in?} ve zi=4-[cus%+isiu%} olduguna gire
%\ piliimiinin z = x+ i bigiminde yazils: nedir?
<3
Al +i B) 1 C) -1 D) i E]—%

11} z, =24 -(cos34” +isin54") ve z, =8-(cos24” +isin24") karmagik

savilarinim ZL bisliimil nedir?

£y
A) V3 +i B) %+%i C) 3W3-i
D) %—%i E) 343
12) z=-2+2+3i karmagik sayisimin karekoklerinden biri nedir?
A) 1+420 B) 1++/31 C) 1-+/3i
D) —2-243i E) 2 -3
13) z=9i sayisin karekklerinden biri nedir?
A) % B) %{—Hu 0 %U—il
D) _T:EIH}I B) _T;{l—f}
14) z=16-(cos60° + isin60°) karmasik sayisimun karekiklerinden biri
nedir?

A)-243-2i BI43-2 OB+2 D2 B3

268





